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Abstrakt  
Obsahem diplomové práce je návrh a realizace konstrukčních úprav stávajícího modelu rotačního 
inverzního kyvadla, implementace řídícího algoritmu do mikrokontorléru dsPIC a navazující návrh 
elektroniky periferií. Cílem konstrukčního řešení je rozšířit funkcionalitu stávajícího prototypu a spolu 
s využitím mikrokontroléru zajistit jeho kompaktní řešení. Výchozím bodem je odvození mechanických 
rovnic systému jak analyticky tak pomocí multi-body modelu založeného na matematickém formalismu 
prostředí SimMechanics, které slouží k návrhu stavového regulátoru stabilizujícího kyvadlo v inverzní 
poloze. V návaznosti na vytvořený matematický model jsou experimentálně identifikovány parametry 
soustavy. Vyvinut byl rovněž swing-up kontrolér uvádějící kyvadlo do inverzní polohy. Regulátor je 
doplněn o diskrétní stavový estimátor rychlostí, přičemž jsou v rámci práce srovnávány různé koncepce 
jejich odhadu. Posledním bod práce je věnován návrhu nadřazeného stavového automatu 
přepínajícího mezi jednotlivými módy regulace obsahujícího rovněž algoritmy detekce chybových 
provozních stavů. 
 
Summary 
The basic aim of this work is to improve existing model of rotational inverted pendulum by adding new 
mechanical features, implement the control algorithm to dsPIC microcontroller and develop related 
control electronics thus extending the functionality of current model while making it more compact. 
The work contains derivation of dynamic equations both by means of analytical methods and multi-
body formalism of SimMechanics. These are used to design a state controller stabilizing the pendulum 
in inverse position. In addition, parameters of the system are being estimated experimentally. Swing-
up controller is developed to drive the pendulum to unstable position. Various state estimators are 
added to controller to improve the control process while comparing their overall performance. The 
last point is devoted to development of superior state-automaton designed to switch between 
different regulating modes including fail-detection algorithms providing smooth operation of the 
model. 
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1. Úvod 
Rotační inverzní kyvadlo bylo na začátku 90. let teoreticky popsáno profesorem tokijské 
univerzity Katsuhisa Furutou, k demonstraci úlohy nelineárního řízení na podaktuované soustavě. 
Model Furutova kyvadla se od té doby stal nedílnou součástí řady mechatronických laboratoří, které 
dále rozpracovávají původní koncept a rozšiřují jeho funkcionalitu. Tato práce si klade za cíl přispět do 
této mozaiky reálně implementovaným a funkčním řešením. 
Práce navazuje na předchozí projekt [1] mechatronické laboratoře FSI VUT (MechLab), přičemž 
rozšiřuje její funkčnost jednak po konstrukční stránce připojením mechanismu bezdrátového přenosu 
signálu rotační vazbou a jednak implementací řídícího algoritmu do platformy dsPIC. Cílový 
mechanismus by pak měl být plně vestavěný a nezávislý z hlediska řízení.  
Furutovo kyvadlo lze z pohledu dynamiky charakterizovat jako nestabilní a nelineární SIMO 
(Single Input Multiple Output) systém. Primárním úkolem řízení je tedy uzavřenou regulační smyčkou 
převést kyvadlo do stabilní oblasti. Nicméně s využitím reálných akčních mechanismů (konečná 
hodnota akčního zásahu v konečném čase) neustále hrozí ztráta stability. Proto jsou součástí návrhu 
řídícího algoritmu rovněž ochranné mechanismy zajišťujících bezpečný chod. Nelinearita rotačního 
kyvadla situaci dále limituje z pohledu metod návrhu regulátoru založených na lineární teorii. 
Funkčnost navržených regulátorů je tedy nutně omezena na malou pracovní oblast mechanismu. V 
posledku je pak zásadní počet výstupů systému, které nutně vytváří problém křížové vazby, kdy vliv 
vstupu není omezen jen na jednu výstupní veličinu, ale v různé míře ovlivňuje všechny stavové 
proměnné. 
 Práce se v osmi kapitolách zabývá analýzou výchozí situace, identifikací parametrů a návrhem 
a implementací řídícího algoritmu, přičemž je na řadě míst doplněna o diskuzi alternativního řešení 
nebo možnosti dalšího funkčního rozšíření. První kapitola se zabývá analýzou stávajícího modelu 
soustavy, jejích senzorických a výkonných prvků a konstrukčním návrhem přenosu signálu rotační 
vazbou.  Na tomto základě jsou formulovány požadavky na základní strategii řízení a je provedena 
rešerše. Následující kapitola se zabývá matematickým modelováním soustavy, které je výchozím 
bodem pro návrh stavového stabilizujícího a polohového regulátoru, přičemž jsou využity jak 
analytické tak numerické metody pro získání linearizovaných dynamických rovnic systému. Parametry 
soustavy jsou pak v následující kapitole určovány a verifikovány experimentálně. Podrobněji se tato 
kapitola zabývá rovněž modelací a případnou kompenzací suchého tření, které je rovněž významným 
zdrojem nelinearity. Čtvrtá kapitola se zabývá návrhem řídící elektroniky, popisem použitých 
integrovaných komponent a v neposlední řadě i návrhem desky plošných spojů. Pátá kapitola je pak 
z pohledu zadání práce nejzásadnější, neboť se zabývá návrhem řídícího algoritmu a to včetně 
nadřazeného stavového automatu, který zajišťuje spínaní jednotlivých regulačních módů a kontrolu 
chybových stavů. Kapitola obsahuje popis metody implementace do mikrokontroléru dsPIC a 
v krátkosti komentuje systém automatického generování kódu. V poslední kapitole jsou závěry 
předchozí práce verifikovány experimentálně, přičemž je zhodnocována jak kvalita řízení různých verzí 
regulátoru tak výpočetní a paměťová náročnost navržených algoritmů. 
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2. Výchozí situace a základní řídící strategie 
Tato kapitola se zabývá analýzou výchozí situace existujícího modelu, charakterizací stávající senzoriky 
a konstrukce, která vychází z předchozí realizace [1]. Na tomto základě jsou pak formulovány základní 
požadavky na konstrukční změny, elektroniku mikrokontroléru a základní strategii řízení, přičemž je 
navržena a realizována změna přenosu signálu rotační vazbou a navrženo základní regulační schéma. 
Diskutována je na základě rešerše rovněž i metodika návrhu regulátoru.  
2.1. Momentové řízení 
Podobně jako v předchozí práci [1] je využito tzv. momentového řízení mechanismu rotačního kyvadla. 
Dynamika soustavy rotačního kyvadla je v zásadě předem dána jeho konstrukcí, přičemž vstupní 
veličinou je mechanický moment působící na rameno rotačního kyvadla. Naproti tomu dynamiku DC-
motoru lze významně ovlivnit použitím vhodného regulátoru. Vzhledem k tomu, že motor je 
standardně řízen napěťově, musíme v takové situaci uvažovat i dynamiku elektrické části motoru, která 
je dána známou rovnicí1:  
 𝑢(𝑡) = 𝑅𝑖(𝑡) + 𝐿
𝑑𝑖(𝑡)
𝑑𝑡
+ 𝑐𝜙𝜔 (1)  
Vnitřní moment stroje je dán rovnicí: 
 𝑀 = 𝑐𝜙𝑖 (2)  
a je tedy přímo úměrný proudu přes konstantu 𝑐𝜙. Z pohledu dynamiky řízení je výhodnější regulovat 
proud kotvou rotoru a tím přímo i moment. Výkonový obvod je schopen přímé proudové regulace se 
zanedbatelně malou časovou konstantou. Tato koncepce na rozdíl od nepřímého napěťového řízení 
výrazně zjednodušuje řídící algoritmus. Přestože se momentové řízení jeví jako optimální pro danou 
aplikaci, je v návrhu elektroniky ponechána možnost řídit DC-motor napěťově pomocí PWM výstupu. 
2.2. Senzorika a aktuace 
2.2.1. Motor 
Jako aktuátor dané soustavy byl použit komutátorový stejnosměrný stroj DS4573 od firmy D&J 
s permanentními magnety, který je optimální variantou pro nároky na řídící obvody, tak přímou 
momentovou regulaci. Jmenovitý proud motoru je 𝐼𝑛 = 1.3 𝐴, přičemž generuje moment 𝑀𝑛 =
0.06 𝑁𝑚. Motor obsahuje rovněž integrovaný inkrementální snímač. 
2.2.2. Zdroj napětí 
DC-motor se jmenovitým napětím 24V je napájen ze spínaného stabilizovaného zdroje S-150-24 
pracujícího na frekvenci 25kHz. Zdroj je schopen při uvedeném napětí dodat výkon až 150W a proud 
až 6.5A, což je bezpečně za hranicí uvedených požadavků na pohon motoru. Vysoká spínací frekvence 
rovněž zajišťuje i tichý chod zdroje. 
                                                          
1 DC-motor je standardně popsán dvojicí diferenciálních rovnic, nicméně mechanická část popisu je společná 
s pohybovou rovnicí ramene rotačního kyvadla 
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2.2.3. Výkonový obvod 
Kompletní výkonový obvod, který je schopen při napětí 24V dodávat proud až 3A pro regulaci 
proudu kotvou spolu s řídící logikou je integrován v obvodu LMD18245 od firmy National 
Semiconductor. Obvod sestává ze standartního H-můstku osazeného výkonovými DMOS-FET 
transistory a integrovaným snímačem proudu, který tvoří zpětnou vazb. Proud motorem lze řídit buď 
digitálně pomocí vestavěného 4-bitového D/A převodníku nebo externím analogovým referenčním 
napětím. Jedná se tedy o zdroj proudu řízený napětím, přičemž při nastavení reference v rozsahu 0-5V 
lze na řídících svorkách dodat proud v rozmezí 0-3A do obvodu rotoru.  
Funkčně je obvod LMD18245 řešen tak, že nastavené analogové napětí je přivedeno spolu s napětím 
z proudového snímače na vstup komparátoru. Komparátor v závislosti na rozdílu mezi uvedenými 
napětími přepíná monostabilní klopný obvod, jehož časovou konstantu (frekvenci spínání) lze nastavit 
vnějším RC-článkem, přičemž je využito zapojení z předchozí práce s extrémně malou časovou 
konstantou [1]. Kontrolní logika pak signál z klopného obvodu interpretuje v závislosti na stavu 
digitálního pinu BREAK a ENABLE buď jako povel ke zkratování motoru nebo dalšímu sepnutí 
tranzistorů v příslušné větvi. V závislosti na nastavení digitálního pinu DIR jsou pak přepínány 
diagonální větve H-můstku a tím i směr proudu v obvodu kotvy. 
Pro napěťové řízení proudu byl využit externí 12-bitový D/A převodník připojený na svorky 
referenčního napětí obvodu LMD18245, neboť integrovaný 4-bitový D/A převodník může nabývat 
pouze 24 = 16 napěťových úrovní pro řízení proudu resp . momentu motoru, což je pro danou aplikaci 
silně nevyhovující.  
2.2.4. Senzorika 
Senzorickými prvky v dané soustavě rozumíme dvojici inkrementálních snímačů, jejichž signál 
je v procesoru zpracován integrovanou TTL logikou. Oba použité enkodéry jsou dvoukanálové, přičemž 
digitální signály obou kanálů jsou fázově posunuty o polovinu délky periody. Díky tomu lze čtyřikrát 
zvětšit rozlišení úhlové polohy (čítat lze každou vzestupnou a sestupnou hranu) a zároveň s využitím 
komparace obou signálů určovat i směr otáčení. Oba uvedené snímače jsou relativní, polohu tedy 
zaznamenávají od posledního referenčního bodu, který je nastaven při jejich iniciaizaci. 
Ilustrace 1: Výkonový obvod 
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 Pro snímání polohy kyvadla je použit dvoukanálový enkodér E50S [2] s parametrem 500 cpr2, 
který je externě napájen stejnosměrným napětím 5V. Enkodér obsahuje integrovaný pull-up rezistor, 
který umožňuje přímé napojení mezi zem a vývod mikrokontroléru. Snímač lze díky robustní konstrukci 
a peru na hřídelce přímo připojit na kyvadlo bez dodatečného mechanismu  
Snímání polohy aktuátoru je realizováno vestavěným enkodérem na spodním vývodu hřídele 
DC-motoru. Podobně jako u modelu E50S se jedná o dvoukanálový relativní snímač s rozlišením 432cpr. 
Optočlen enkodéru ovšem neobsahuje vnitřní pull-up rezistor a je nutné jej doplnit externě. 
2.3. Strategie řízení 
Na základě uvedených výchozích parametrů senzorických a výkonových prvků soustavy lze formulovat 
základní strategii řízení, přičemž základní změna oproti předchozí koncepci spočívá ve využití plně 
vestavěného hardwaru s mikroprocesorem dsPIC namísto univerzální I/O kartu MF624. Nicméně 
s ohledem na možnost pružnějšího ladění řídícího algoritmu i budoucí využití výukového modelu je 
možnost řízení pomocí karty zachována. Rozhraní pro oba typy řídících mechanismů musí tedy být 
vzájemně kompatibilní.  
Uvedené schéma vyjadřuje základní filozofii řízení, která spočívá v monitorování stavu systému dvojicí 
polohových snímačů, které tvoří zpětnou vazbu vstupující do mikrokontorléru, přičemž elektroniku 
této periferie je nutné napěťově přizpůsobit ke vstupu do procesoru.  Vestavěný řídící algoritmus 
provede identifikaci stavu, přičemž nastaví regulační mód a skrze výkonový člen provede akční zásah 
ve výkonovém obvodu aktuátoru. Pomocí rozhraní UART lze z vnějšku nastavovat parametry regulace 
nebo posílat informace o stavu systému přes USB rozhraní osobního počítače.  
Dalším prvkem v řídícím řetězci je stavový estimátor, neboť při dané senzorice a použitém typu 
řízení, je nutné v mikrokontroléru kromě základní regulace a nadřazeného řízení, rekonstruovat i 
průběh rychlostí.  
 
 
 
 
                                                          
2 Counts per revolute – tiky za otáčku 
Ilustrace 2: Schéma řízení 
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2.4. Regulátor 
Volba implementovaného regulátoru závisí na dvou protichůdných požadavcích, přičemž na 
jedné straně je nutné brát ohled na výpočetní kapacitu cílového zařízení na druhé robustnost 
navrženého řízení. Zajímavým kontrolním algoritmem je metoda prediktivní regulace např. [3], která 
spočívá ve změně regulačních parametrů v závislosti na poloze kyvadla. Podstatnou výhodou tohoto 
kontrolního mechanismu je především to, že implicitně obsahuje i swing-up kontrolér, nicméně jak 
autor sám podotýká je značně výpočetně náročná, neboť v každém výpočetním kroku provádí kromě 
standartní lineární regulace i estimaci parametrů LQ regulátoru. Vzhledem ke značné robustnosti a 
výpočetní nenáročnosti bylo proto zvoleny lineární metody řízení. Cenou za toto řešení je nicméně 
nutnost pracovat nezávisle s několika typy regulátorů pro různé regulační módy. 
Lineární metody návrhu regulátoru spadají v podstatě do dvou podskupin: 
1) Kaskádní regulátor s dvojicí PID regulátorů s vnější smyčkou pro polohování kyvadla a 
s vnitřní smyčkou pro polohování ramene. 
2) Stavový P-regulátor s plnou stavovou zpětnou vazbou s případným integrátorem na vstupu 
pro eliminaci ustálené chyby 
Implementaci prvního přístupu lze nalézt např. v práci [4], která využívá dvojici PD regulátorů. Dalším 
zajímavý přístup reprezentuje práce [5], která pro ladění parametrů využívá rekurzivní umělé 
neuronové sítě (ANN). Přestože je návrh PID regulátoru velmi intuitivní a jeho ladění velmi pružné, 
příslušná literatura neobsahuje hlubší metodiku pro nastavování parametrů. Stavový regulátor naproti 
tomu nabízí možnost systematického návrhu pomocí metod umísťování pólů nebo LQ-kritéria, které 
lze nalézt např. v [4]. Tato možnost podstatně zkracuje proces ladění a byla proto využita i v této práci. 
Obdobně jako v předchozí práci [1] byli navrženy regulátory dva, kdy jeden kyvadlo stabilizuje po 
swing-up sekvenci a druhý polohuje. Tato koncepce velmi elegantně řeší problém rozporu mezi 
nutností ponechávat akční zásahy dostatečně malé, aby se kyvadlo nedostalo do nestabilní oblasti ale 
zároveň dostatečně velké, aby byla poloha ramene efektivně regulována. 
2.5. Swing-up kontrolér 
Návrh swing-up kontroléru je většinou nejnáročnější částí z hlediska řízení, neboť nutně 
znamená nelineární metody návrhu. Původní práce [1] popisuje metodu tzv. energy pumpingu 
vycházející z původního návrhu prof.  Furoty [6], kdy je do systému zaveden takový vstup, který 
zajišťuje nárůst energie systému. Mechanismus regulace nicméně spočívá ve vstupně-výstupní 
linearizaci pro přímou regulaci zrychlení ramene a znamená další nutné rozšíření řídícího algoritmu nad 
rámec možností cílového mikrokontroléru.  
Další metoda popsaná např. v [7] je založena na PID regulaci ramene s kladnou zpětnou vazbou 
od polohy kyvadla. Vzniklá uzavřená smyčka pak tvoří nestabilní systém, který v každé periodě zvyšuje 
amplitudu kyvadla a převádí jej do inverzní polohy. K této struktuře je navíc připojen generátor 
momentových impulsů, který zajistí inicializační vychýlení a celý proces urychluje: 
Ilustrace 3: Řídící schéma pulsního swing-up kontroléru 
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Popsanou metodou lze sice dle [7] dosáhnout energeticky optimálního řešení, nicméně celý proces 
trvá až 10s, což je oproti konečnému řešení nepřiměřeně dlouho. 
Obdobný způsobem je možné realizovat swing-up kontrolér založený na buzení soustavy 
signálem s vlastní frekvencí kyvadla. Tato metoda vychází z lineární varianty inverzního kyvadla a je 
popsána např. v [8]. Nicméně tento postup vyžaduje jednak jednoúčelový PID regulátor polohy kyvadla 
a jednak korekci této frekvence s růstem výchylky kyvadla. Metoda byla s neuspokojivými výsledky 
simulována, přičemž základní problém spočívá v PID regulaci ramene, jehož dynamika je nutně 
ovlivněna i vlastním pohybem kyvadla. Vzhledem k tomu dochází nezanedbatelným fázovým posuvům 
mezi skutečnou a žádanou polohou a v konečném důsledku i k selhání celé sekvence. Zásadním 
problémem jsou totiž srovnatelné redukované hmotnosti ramene a kyvadla, které v referenčním 
případě [8] nehráli zásadní roli. 
Konečné řešení swing-up sekvence vychází z práce [1], kde je kyvadlo převedeno do inverzní 
polohy momentovým skokem. Toto řešení nicméně neřeší požadavek na nulovou cílovou rychlost 
v inverzní poloze, která zajišťuje velmi komfortní podmínky stabilizujícímu regulátoru. Přijaté řešení 
vychází z úvahy, že celkový momentový impuls dodaný soustavě musí být roven nule, aby byla i celková 
hybnost a tedy i konečná rychlost soustavy nulová. Průběh budícího momentu musí pak mít symetrický 
průběh: 
Parametry 𝑀𝑠 a 𝑡𝑠 budící sekvence lze nastavit simulačně a případně ladit na reálném modelu. 
Podrobně se tomuto tématu věnuje kap. 6.12. 
2.6. Přenos signálu rotační vazbou 
 Zásadním momentem konstrukčního návrhu je řešení přenosu napájení a signálu rotační 
vazbou z enkodéru kyvadla do stojící skříně řídící elektroniky. Předchozí řešení, které lze naleznout 
v celé řadě dalších prací spočívá v maximálním prodloužení přívodního kabelu mimo pracovní zónu 
kyvadla. Nicméně toto řešení je mechanicky i prakticky nevýhodné. Proto byla načrtnuta tři možná 
řešení problémové situace: 
1) Bezdrátový radiový přenos  
2) Magnetická vazba 
3) Sběrací kroužky 
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Ilustrace 4: Swing-up sekvence 
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2.6.1. Bezdrátový přenos 
Bezdrátový přenos je využíván pro přenos dat v řadě mechatronických aplikací [9], především pak 
v monitorvání vozidel, telemetrii nebo průmyslových DAQ aplikacích. Mezi významné produkty v této 
oblasti patří moduly ZigBee či Bluetooth. Na trhu lze pak najít celou řadu malých kompaktních RF 
modulů ve dvojici transmitter-receiver pracujících na frekvencích mezi 30kHz až 300GHz, které 
rozměrově vyhovují požadavkům na umístění v daném prostoru. Nicméně i při použití malého 
kompaktního vysílače umístěného na rameni rotačního kyvadla by musela být řešena otázka napájení 
jak enkodéru, tak samotného vysílače externí baterií, což nutně zvyšuje spolu s nutným mechanickým 
krytím moment setrvačnosti ramene a snižuje uživatelský komfort. Z pohledu řízení by pak byl přenos 
signálu nutně zatížen dopravním zpožděním plynoucím z nutné modulace a demodulace signálu. 
V neposlední řadě také hraje roli cena RF modlu. Bezdrátový radiový přenos se tak z konstrukčního 
pohledu i z hlediska řízení jeví jako nejméně výhodný. 
2.6.2. Magnetická vazba 
Přenos signálu magnetickým polem přes hřídel DC-motoru dvojicí cívek, tak aby tvořili lineární 
transformátor je velmi elegantním řešením jak zároveň napájet enkodér a snímat superponovaný 
digitální signál čítače. V současné době existuje celá řada komerčních produktů, v nichž je uvedená 
funkčnost plně integrována jako například modul T1 –PCM [10] od firmy KMT-Telemetry nebo podobný 
modul od společnosti ATI-Telemetry [11].  
Nicméně uvedené přístroje nalézají své uplatnění spíše u strojů v jiných rozměrových třídách. 
Vzhledem k nedostupnosti přiléhavého komerčního řešení by bylo nutné vytvořit vlastní návrh 
elektroniky i magnetického obvodu. Jako zásadní problém se jeví příliš malé rozměry hřídele coby 
magnetického obvodu. Výpočtem lze ověřit, že při zachování daných rozměrů a konstrukce hřídele DC-
motoru by byl nutný buď enormně vysoký počet závitů obou cívek lineárního transformátoru 
s omezující rozměrovou podmínkou, nebo vysoká provozní frekvence, aby nedocházelo k přesycení 
jádra.  
Problémem tohoto řešení je také nutný usměrňovací a vyhlazovací obvod na rameni rotačního kyvadla 
a v neposlední řadě by bylo nutné digitální signál z nosného signálu demodulovat, podobně u RF 
modulu, což sebou přináší obtíže stejného charakteru. 
Ilustrace 5: Modul T1 
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2.6.3. Sběrací kroužky 
Sběrací kroužky zprostředkovávají mechanický kontakt mezi rotujícím kroužkem a sběracím ústrojím, 
které sestává s uhlíkového nástavce a pružné konzoly ukotvené ve statorovém obalu.  
 
Na trhu lze najít řadu sběracích kroužků v celé řadě rozměrových tříd určených především pro aplikace 
v robotice. Jednodušší kroužky bez vrtání pro hřídel například ze série SRC [12] lze využít jedině 
s využitím převodového mechanismu, což zbytečně komplikuje mechanický návrh. Proto je vhodnější 
využít kroužky s vrtáním, kde hřídel prochází samotným tělem kluzného kontaktu, který je ukotven 
k rotující části, zatímco sběrací ústrojí je připojeno na stator.  
 Sběrací kroužek SRH1254 byl, vzhledem k tomu, že představuje nejméně komplikované a 
časově i vývojově nenáročné řešení přenosu signálu rotační vazbou, využit v konstrukčním řešení 
rotačního kyvadla. Nicméně i toto řešení vyžaduje řadu konstrukčních úprav mechanismu.  
 
2.7. Konstrukční řešení 
Původní model rotačního kyvadla byl pro účely instalace sběracího mechanismu konstrukčně upraven 
tak, aby zajišťoval maximální ohybovou tuhost a zároveň poskytoval požadovanou souosost s původní 
hřídelí DC-motru. Vzhledem k tomu, že hloubka i šířka vrtání sběracího kroužku v dané typové řadě 
značně převyšuje rozměry původní hřídele DC-motoru, bylo nutné ji přídavnou násadkou prodloužit a 
rozšířit, čímž byla mimoděk vyřešena i otázka ohybové tuhosti nové konstrukce. Násadka je upevněna 
na hřídel dvojicí zápustných šroubů.  
 
Ilustrace 6: Vnitřní stavba sběracího ústrojí 
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Šasi sběracích kroužků má na statorové i rotorové části přesah, jimiž jsou vyváděny elektrické kabely. 
Aby nedocházelo k mechanickému namáhaní v ohybu nad kotvící deskou, a zároveň byl sběrací kroužek 
pevně ukotven, je na statorové části kluzného kontaktu upevněna hliníková příruba s drážkou pro 
elektrický vývod. Vzhledem k tomu, že se provedenou úpravou změnil průměr hřídele, bylo nutné 
změnit i konstrukci ramene, které má mít nově i průchodku pro kabeláž.  
Jako problém při sestavení uvedeného mechanismu se projevila nesouosost původní a nové 
hřídele, která se při dané délce projevovala významným kmitáním. Tento neduh byl částečně 
odstraněn díky robustní konstrukci sběracího mechanismu vložením přídavného hliníkového plátu do 
pouzdra kroužku.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ilustrace 7: Konstrukční řešení 
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3. Modelování soustavy 
Obsahem této kapitoly je vytvoření matematického modelu kyvadla, na jehož základě lze provést 
linearizaci pro návrh stavového regulátoru systému. Popsány jsou základní stavové proměnné a 
parametry systému, přičemž odvození dynamických rovnic je provedeno s odkazem na adekvátní 
literaturu jen v základních motivačních krocích. Představen je rovněž numerický model sestavený 
v prostředí SimMechanics. Závěr kapitoly je věnován použitému modelu tření. 
3.1. Euler-Lagrangeovy rovnice 
Kompletní odvození pohybových rovnic rotačního inverzního kyvadla lze najít např. [1] nebo velmi 
rigorózně v [12], z nějž vychází i postup využitý v této práci. Matematický model soustavy byl odvozen 
pomocí metod analytické dynamiky založené na energetickém Lagrangeově formalismu. V této práci 
se omezíme vzhledem k rozsáhlosti problematiky jen na základní motivační myšlenky obou metod a 
výslednou diferenciální rovnici. 
Energetický formalismus vychází z Euler-Lagrangeovy rovnice [13]: 
 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕𝑞?̇?
) +
𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖  
 
(3)  
Kde 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 je Lagrangián soustavy. 
3.2. Parametry systému 
Poloha ramene je dána natočením 𝜃, přičemž 𝑟 je vzdálenost těžiště od osy rotace a 𝑅 je délka ramene. 
Obdobně pak úhel 𝛼 značí natočení kyvadla a 𝐿 vzdálenost jeho těžiště od osy rotace.  
 
 
 
Ilustrace 8: Model soustavy 
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K úplné definici obou těles potřebujeme hmotnost obou těles 𝑚𝑘  resp. 𝑚𝑟 a hlavní momenty 
setrvačnost, které jsou dány diagonálním tenzorem setrvačnosti v hlavních centrálních souřadnicích: 
 
𝑱𝑹 = [
𝐽𝑅𝑥𝑥 0 0
0 𝐽𝑅𝑦𝑦 0
0 0 𝐽𝑅𝑧𝑧
]  𝑱𝑲 = [
𝐽𝐾𝑥𝑥 0 0
0 𝐽𝐾𝑦𝑦 0
0 0 𝐽𝐾𝑧𝑧
] 
 
(4)  
Vzhledem k tomu, že moment setrvačnosti k ose x jsou u obou těles vzhledem ke zbylým složkám 
zanedbatelné, nebudou v dalším odvozování figurovat. 
Výchozím bodem odvození jsou rotační matice transformující souřadnice ze základního tělesa 𝑹𝟎𝟏 do 
korotující soustavy ramene resp. souřadnice ramene do vztažné soustavy kyvadla 𝑹𝟏𝟐: 
 
𝑹𝟎𝟏 = [
cos (𝜃) sin (𝜃) 0
−sin (𝜃) cos (𝜃) 0
0 0 1
] 
 
(5)  
 
𝑹𝟏𝟐 = [
0 sin (𝛼) −cos (𝛼)
0 cos (𝛼) sin (𝛼)
0 0 1
] 
 
(6)  
Dále je třeba odvodit kinetickou energii obou těles tak, že nalezneme úhlové a translační rychlosti obou 
těles a dosadíme při známých momentech setrvačnosti a hmotnostech do standartní kvadratické 
formule pro kinetickou energii: 
 
𝐸𝑘 = ∑
1
2
(𝒗𝒊
𝑻𝑚𝑖𝒗𝒊 + 𝝎𝒊
𝑻𝑱𝒊𝝎𝒊)
𝑘
𝑖=𝑟
 
 
(7)  
Kde 𝑖 = 𝑟, 𝑘. Kinetická energie je tedy součtem kinetické energie ramene a kyvadla, přičemž 
dosazujeme příslušné rychlosti, hmotnosti a tenzory setrvačnosti. 
Úhlová rychlost ramene je ve vektorovém tvaru: 
 𝝎𝑹 = [𝟎 𝟎 ?̇?]
𝑻 
 
(8)  
Translační rychlost ramene je vzhledem k tomu, že se základní těleso nepohybuje nulová 
 
𝒗𝑹 = [0 0 0]
𝑻 
 
(9)  
Celková rychlost těžiště ramene je pak tedy dána jako vektorový součin úhlové rychlosti a polohového 
vektoru těžiště:  
 𝒗𝑹𝑻 = 𝝎𝑹 × [𝑟 0 0] = [0 𝑟?̇? 0] 
 
(10) 
Z povahy vektorového součinu je zřejmé, že výsledný vektor rychlosti je kolmý na obě původní složky. 
Obdobným postupem získáme rychlost konce ramene: 
 
𝒗𝑹𝑲 = 𝝎𝑹 × [𝑅 0 0] = [0 𝑅?̇? 0] 
 
(11) 
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Úhlová rychlost kyvadla je dána součtem transformované rotace ramene a vlastní rotace kyvadla: 
 
𝝎𝑲 = 𝑹𝟏𝟐 𝝎𝑹 + 𝝎𝑲 = [−cos(𝛼) ?̇?   sin(𝛼) ?̇?  0]
𝑻
+ [0  0  ?̇?]𝑇
= [−cos(𝛼) ?̇?   sin(𝛼) ?̇?  ?̇?]
𝑻
 
 
(12) 
Translační rychlost kyvadla je vzhledem k tuhosti jejich vzájemné vazby stejná jako koncová rychlost 
ramene rovnice (11), přičemž pomocí rotační matice 𝑹𝟏𝟐 ji transformujeme do vztažné soustavy 
kyvadla: 
 
𝒗𝑲 = 𝑹𝟏𝟐𝒗𝑹𝑲 = 𝑹𝟏𝟐 [0  𝑅?̇?  0] 
𝑻 = [?̇?𝑅 sin (α) ?̇?𝑅 cos (α) 0]𝑻 
 
(13) 
Celková rychlost těžiště kyvadla je dána součtem translační rychlosti a vektorového součinu úhlové 
rychlosti a polohového vektoru těžiště kyvadla: 
 
𝒗𝑲𝑻 = 𝒗𝑲 + 𝝎𝑲 × [𝐿 0 0]
𝑇 = [
?̇?𝑅 sin (α)
?̇?𝑅 cos(α) + ?̇?𝐿
−?̇?𝐿 sin (α)
] 
 
(14) 
Dále odvodíme výraz pro potenciální energii soustavy, která je dána součtem příspěvků od jednotlivých 
těles. Těleso ramene, vzhledem k tomu, že se pohybuje v rovině kolmé ke gravitačnímu zrychlení, nemá 
žádný potenciál. Těleso kyvadla má potenciální energii rovnou rozdílu mezi vychýlenou a nevychýlenou 
polohou: 
 𝐸𝑝𝑘 = 𝑔𝑚𝐿(1 − cos(𝛼)) 
 
(15) 
Dosazením (12),(14) a (8),(10) do výrazu pro kinetickou energii (7) a odečtením potenciální energie (15) 
dostáváme Lagrangián: 
 
𝐿 =
1
2
?̇?2(𝑚𝑅𝑟
2 + 𝐽𝑅𝑧𝑧) +
1
2
?̇?2(𝑚𝐾𝐿
2 + (𝑚𝐾𝐿
2 + 𝐽𝐾𝑦𝑦)𝑠𝑖𝑛 
2(𝛼))
+
1
2
?̇?2(𝑚𝐾𝐿
2 + 𝐽𝐾𝑧𝑧) + 𝑚𝐾𝑅𝐿 ?̇??̇? 𝑐𝑜𝑠(𝛼) − 𝑔𝑚𝐿(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝛼)) 
(16) 
 
Uvedený výraz dosadíme do Euler-Lagrangeovi rovnice (3), přičemž na pravé straně budou figurovat 
zobecněné vnější síly a to moment působící na rameno a síly viskózního tlumení: 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝐿
𝜕𝑞?̇?
) +
𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖 − 𝑏𝑖𝜔𝑖 
3.3. Výsledná rovnice 
Výše uvedeným postupem dospějeme k dvojici implicitních diferenciálních rovnic pro neznámé polohy: 
 
[
?̈?(𝐽𝑅𝑧𝑧 + 𝑚𝐾𝑅
2 + 𝐽𝐾𝑧𝑧 sin
2(𝛼)) + ?̈?𝑚𝐾𝐿𝑅 cos(𝛼) − ?̇?
2𝑚𝐾𝐿𝑅 sin(𝛼) + ?̇??̇?𝐽𝐾𝑧𝑧 sin (2𝛼)
?̈?𝑚𝐾𝐿𝑅 cos(𝛼) + ?̈?𝐽𝐾𝑧𝑧 −
1
2
?̇?2𝐽𝐾𝑧𝑧 sin(2𝛼) + 𝑔𝑚𝐾𝐿 sin (𝛼)
]
= [
𝑀1 − 𝑏𝑅?̇?
−𝑏𝐾?̇?
] 
 
(17) 
Kde 𝐽𝐾𝑧𝑧 a 𝐽𝑅𝑧𝑧 jsou momenty setrvačnosti remene resp. kyvadla vzhledem k osám rotace, přičemž 
součin sin(𝛼) cos(𝛼) =
1
2
sin (2𝛼), byl nahrazen kvůli kompaktnějšímu zápisu.  
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K uvedené dvojici rovnic je třeba ještě připojit rovnice pro rychlosti, aby byla soustava převedena 
z rovnic druhého řádu na čtveřici rovnic prvního řádu a vytvořila tak kompletní stavový prostor: 
 𝜔𝑟 = ?̇? (18) 
  
𝜔𝐾 = ?̇? 
 
(19) 
3.4. MBS modelování 
Využitím multi-rigid-body softwaru s vlastním vnitřním formalismem pro sestavení dynamických rovnic 
a příslušným numerickým řešičem diferenciálních rovnic lze proces modelování a simulace podstatně 
urychlit. Nicméně uvedený postup je, vzhledem k tomu, že neznáme explicitní formu získaných rovnic 
a tudíž ani vzájemné vztahy mezi parametry systému, vykoupen ztrátou přímého vhledu do situace. 
 
Numerický model byl sestaven obdobně jako v [1], bez použití redundantních pevných vazeb typu 
Weld, které mají simulovat komplikovanou geometrii ramene, nicméně zbytečně komplikují výpočet. 
Namísto toho byl maximálně detailně s využitím CAD-softwaru modelováno těleso ramene k získání 
jeho momentu setrvačnosti, přičemž získaná data byla verifikována experimentálně. Topologie 
soustavy je ilustrována schématem ilustrace 9. Detailně je tento postup rozpracován v následující 
kapitole. 
Na základě získaného modelu byl vytvořen virtuální prototyp inverzního kyvadla s příslušnými vstupy 
a výstupy, tak aby bylo možné celý systém linearizovat. Výstupy systému pak definují prostor stavových 
proměnných, které pak plně určují pohybový stav soustavy. 
Do získaného numerického modelu byla implementována i realistická vizualizace mechanismu s 
importovanou 3D geometrií ve formátu .stl, díky níž lze kvalitativně ověřit chování systému. 
3.5. Modelování tření   
Důležitým momentem při tvorbě modelu inverzního kyvadla je použitý model suchého tření, které 
může být výrazným zdrojem nelinearit, které při využití lineárních metod řízení mohou výrazně omezit 
funkčnost regulátoru. Vzhledem k tomu, že se použitím sběracích kroužků v rotační vazbě rozšířilo 
množství kontaktních ploch a další konstrukční úpravy zvýšily vliv normálových sil, lze oprávněně 
předpokládat, že tření bude mít oproti předchozím variantám významný podíl na chování soustavy a 
jeho vliv bude nutné v regulační smyčce kompenzovat. 
V literatuře lze najít celou řadu zajímavých přístupů řešení této problematiky, včetně vysoce 
sofistikovaných dynamických modelů jako LUGre [14]a Reset integrator model [1]. Detailní simulační 
Ilustrace 9: Schéma SimMechanics 
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rozpracování těchto modelů nicméně není obsahem této práce. Uvažovaný model musí být především 
aplikačně orientovaný tak, aby zbytečně nezvyšoval výpočetní nároky na mikrokontrolér.  
Standartním model Coulobovského tření má následující tvar: 
 𝐹𝑡(𝑣) = 𝐹𝑒𝑠𝑔𝑛(𝑣(𝑡)) 
 
(20) 
Nicméně uvedená rovnice využívá nespojitou funkci signum a způsobuje značné simulační komplikace. 
Pro účely této práce byl odvozen a verifikován numericky výhodnější model, který vhodně aproximuje 
uvedený vztah. Obdobně jako např. v [15] byla jako adekvátní aproximace daného jevu použita funkce 
arkustangens s ostrým sklonem v nule. Výhodou uvedeného modelu je možnost rozšířit jej o modelaci 
rozdílných poměrů mezi statickým a dynamickým třením popřípadě do něj zahrnout i viskózní tlumení: 
 
𝑀𝑡(𝜔) = 𝑀𝑠 (
𝐻 atan(𝑠𝑑𝜔)
𝑝𝑖/2
−
atan(𝑠𝜔)
𝑝𝑖/2
) − 𝑏𝜔 
 
(21) 
Vzájemný rozdíl dvou funkcí arkustangens vyjadřuje vliv statického a dynamického tření, které lze 
vzájemně nastavovat koeficientem 𝐻. Parametr 𝑠 určuje míru stoupání při průchodu nulou. 
Normalizační konstanta 2/𝑝𝑖 zajišťuje, aby výraz v závorce byl normalizován na jednotku a velikost 
tření tak bylo možno nastavovat pouze volbou konstanty 𝑀𝑠. Poslední člen rovnice 𝑏𝜔 vyjadřuje 
standartní tvar viskózního tlumení. Uvedený obrázek demonstruje tvar třecí síly v závislosti na 
rychlosti: 
Z grafu je patrné, že lze uvedeným způsobem vhodně aproximovat tzv. Striebeckův model tření, kdy 
velikost suchého tření s rostoucí rychlostí spojitě klesá. Další výhodou uvedené aproximace je, že není 
třeba v numerickém modelu ošetřovat situaci, kdy je rychlost nulová či blízká nule a může docházet 
k nejednoznačnostem při stanovení směru síly a případnému nereálnému samovolnému rozběhu. 
Uvedený postup se projevil jako vhodný kompromis mezi fyzikální přesností a numerickou 
implementací, přičemž jak bude popsáno níže, úspěšně predikuje fenomény, které při provozu 
mechanismu nastávají. 
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Ilustrace 10: Model suchého tření 
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4. Identifikace parametrů 
Identifikace parametrů systému probíhala na několika úrovních; a to jak simulačně s pomocí CAD 
softwaru, kde byli detailně stanoveny momenty setrvačnosti, tak experimentálně s využitím 
ParameterEstimationToolbox a CurveFittingToolbox v programu MATLAB. Součástí této kapitoly je 
rovněž identifikace parametrů tření a konstanty DC-motoru, přičemž jsou získané parametry v procesu 
identifikace vzájemně verifikovány navazujícím měřením. 
4.1. Momenty setrvačnosti 
Jak bylo uvedeno v kap. 2, moment setrvačnosti ramene zásadně determinuje dynamiku celého 
mechanismu a přesnost s jakou je jeho hodnota určena, významně ovlivňuje kvalitu regulace. 
V původní práci [1] je moment setrvačnosti stanovován na základě analytického výpočtu, který je 
ovšem nutně omezen nevyhnutelnými zjednodušeními. Využití CAD-modelace má dvě výhody: 
1) Umožňuje detailněji postihnout komplikovanou geometrii ramene s enkodérem. Rozložení 
hmoty uvnitř enkodéru může celkovou setrvačnost zvlášť významně ovlivnit, vzhledem 
k tomu, že jeho velikost roste s druhou mocninou vzdálenosti od osy rotace.  
2) Komplexním modelováním lze získat parametry ramene jako homogenního tělesa bez 
nutnosti sestavovat numerickou simulaci s pomocí redundantních pevných vazeb. Získané 
tenzory setrvačnosti lze importovat přímo do simulace. 
Uvedená sestava zachycuje kompletní konstrukci ramene i s redukovanou hmotou rotoru, která 
odpovídá údajům z datového listu výrobce. Při daných rozměrech byli získány následující hodnoty 
tenzorů setrvačnosti a souřadnice těžiště: 
Těžiště [m]: 
𝑟𝑟𝑡 = [
−0.01544509
0.05396875
 0
] 
 
 
 
 
Ilustrace 11: CAD model soustavy 
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Hlavní momenty setrvačnosti ramene[kgm2]3:  
 
𝑱𝒓𝒄 = [
 0.00006403 0 0
0 0.00053269 0
0 0 0.00057395
] 
 
Momenty setrvačnosti vzhledem k těžišti zarovnané s výstupním souřadnicovým systémem ramene 
[kgm2]:  
 
𝑱𝒓𝒄𝒗 = [
0.00042421 −0.00019807 0
−0.00019807 0.00017536 −0.00000007
0 0 0.00057672
] 
 
Momenty setrvačnosti vzhledem k výstupnímu souřadnému systému ramene [kgm2]: 
 
 
𝑱𝒓𝒗 = [
0.00119797  −0.00042071 0
 −0.00042071 0.00023778 −0.00000007
0 0 0.00141298
] 
 
 
Obdobným postupem získáme rovněž těžiště a moment setrvačnosti kyvadla: 
 
Těžiště [m] : 
𝑟𝑟𝑡 = [
0
0
 0.075
] 
 
Hlavní osy setrvačnosti a hlavní momenty setrvačnosti [kgm2]: 
  
𝑱𝒌𝒄 = [
0.00000034 0 0
0 0.00005654 0
0 0 0.00005654
] 
 
Momenty setrvačnosti vzhledem k těžišti zarovnané s výstupním souřadnicovým systémem [kgm2]: 
  
𝑱𝒌𝒄𝒗 = [
0.00005283  0 0
0 0.00000033 0
0 0 0.00005283
] 
 
Momenty setrvačnosti vzhledem k výstupnímu souřadnému systému[kgm2]: 
 
𝑱𝒌𝒄𝒗 = [
0.00021309  0 0
0 0.00021309 0
0 0 0.00000034
] 
 
 
 
 
                                                          
3 Všechny uvedené tenzory setrvačnosti byly využity buď v analytickém řešení, numerické simulaci nebo 
v identifikaci parametrů 
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4.2. Odezva na skok 
Experimentálně byl moment setrvačnosti ověřován pomocí otáčkové odezvy na skok momentu. 
Vzhledem k tomu, že rychlou proudovou regulací je zajištěna prakticky okamžitá změna momentu, lze 
velmi věrně simulovat odezvu soustavy ramene na skok. Z průběhu získané odezvy lze stanovit kromě 
jiného i parametr viskózního tlumení 𝑏. Situaci lze popsat následujícím vztahem: 
 
 
𝑀𝑖 − 𝑀𝑠 = 𝐽𝑟
𝑑𝜔(𝑡)
𝑑𝑡
+ 𝑏𝜔(𝑡) 
 
(22) 
Kde 𝑀𝑖 je budící moment, 𝑀𝑠 je moment statického tření a 𝐽𝑟 je hledaný moment setrvačnosti. Řešení 
uvedené diferenciální rovnice má např. dle [13] následující tvar: 
 
 
𝜔(𝑡) =
𝑀𝑖 − 𝑀𝑠
𝑏
(1 − 𝑒
𝐽𝑟
𝑏 𝑡) 
 
(23) 
Z uvedeného je zřejmé v ustáleném stavu výraz nabývá konstantní hodnoty 𝑘1 =
𝑀𝑖−𝑀𝑠
𝑏
. Vhodným 
proložením regresní exponenciální křivkou lze rovněž získat i časovou konstantu procesu 𝑘2 =
𝐽𝑟
𝑏
 a 
odtud i hledaný moment setrvačnosti. 
 Měřením průběhu otáček pro různé budící momenty byla získána série otáčkových odezev, 
z kterých s pomocí nelineárních nejmenších čtverců získat regresní aproximaci, přičemž záměrem bylo 
získat širší statistické spektrum. Regresní algoritmus je přímo implementován ve funkci fit 
s dodatečnou volbou výpočtových parametrů. Hledanými parametry estimace byli konstanty 𝑘1 a 𝑘2, 
přičemž jako počáteční bod iteračního algoritmu byla volena předpokládaná hodnota časové konstanty 
a ustálená hodnota otáček. Hodnota momentu setrvačnosti je pak dána: 
 
𝐽𝑟 =
𝑀𝑖 − 𝑀𝑠
𝑘1𝑘2
 
 
(24) 
Výpočet bylo nutné doplnit o korekci statického tření, kdy budící moment je umenšen o moment 
statického tření. Střední hodnota momentu setrvačnosti pro získaný soubor dat vychází: 
𝐽𝑟 = 2.3727 ± 0.14 𝑘𝑔.𝑚𝑚
2  
Získaná hodnota koresponduje s momentem setrvačnosti získaného CAD-modelací, čímž jsou výsledky 
obou uvedených metod vzájemně verifikovány. 
 
Ilustrace 12: Odezva na skok momentu 
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Dále lze rovněž stanovit koeficient viskózního tlumení přímo z časové konstanty 𝑘1: 
 
𝑏𝑟 =
𝑀𝑖 − 𝑀𝑠
𝑘1
 
 
(25) 
Pro získaný datový soubor dostáváme hodnotu: 
𝑏𝑟 = 1,51 ± 0.041 10
−4 𝑁𝑠/𝑚 
Což je hodnota o řád vyšší, než která byla získána v předchozí práci [1]. Je zřejmé, že konstrukční úpravy 
značně pozměnily charakter soustavy. 
4.3. Parametry suchého tření 
Odhad parametrů suchého tření je zásadní pro návrh případného dopředného kompenzátoru, 
který v regulační smyčce dovede predikovat jeho velikost a tím eliminovat jeho vliv. Kompenzace je při 
použitých metodách lineárního řízení zvlášť nutná, neboť statické tření vede k oscilacím a v krajním 
případě i nestabilitě systému. 
Pro identifikaci parametrů suchého tření byl využit model popsaný v kap. 2, přičemž byla 
pozorována polohová odezva na lineárně rostoucí momentem (rampa) s dostatečně malým sklonem. 
Cílem bylo najít oblast, kdy je odezva soustavy nulová a nedošlo tedy k překonání momentu suchého 
tření (stick-force). Vzhledem ke stochastické povaze tohoto fenoménu byl získán široký statistický 
soubor pro oba směry otáčení, přičemž celý mechanismus byl ve smyčce automaticky testován. Získané 
parametry jsou tak střední hodnotou daného datového souboru. 
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Ilustrace 13: Statické tření v závislosti na poloze 
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Paralelně k experimentálním datům byla odezva systému stanovena simulačně na základě 
předpokládaného modelu tření, přičemž byli v iteračním cyklu určovány hledané parametry. Na 
základě předchozí estimace momentu setrvačnosti bylo možné stanovit dynamiku mechanismu a ve 
zpětné vazbě od rychlosti simulovat tření vestavěnou funkcí (blok Function). Pohybová rovnice ramene 
má následující tvar: 
 
𝑀𝑖(𝑡) = 𝐽𝑟
𝑑𝜔
𝑑𝑡
+ 𝑀𝑇(𝜔) 
 
(26) 
Přičemž moment tření závislý na úhlové rychlosti má dle předpokladů kap. 2 následující tvar: 
 
𝑀𝑇(𝜔) = 𝑀𝑠
atan(𝑑𝑣)
𝑝𝑖/2
+ 𝑏𝑣 
 
(27) 
Kde 𝑀𝑠 je moment statického tření, 𝑑 je sklon křivky arkustangenty při průchodu nulou a 𝑏 je koeficient 
viskózního tlumení. Sklon aproximační křivky byl volen 𝑑 = 104.  
Moment statického tření lze určit z odezvy Ilustrace13 jako moment kdy dojde k odtržení resp. 
nepřerušenému pohybu ramene. Střední hodnota statického momentu pro získaná data je: 
𝑀𝑠𝑐𝑤 = 0.0193 𝑁𝑚 
𝑀𝑠𝑐𝑐𝑤 = 0.0141 𝑁𝑚 
Získané statické momenty jsou přibližně třikrát vyšší oproti hodnotám získaným v [1], což odpovídá 
provedeným konstrukčním změnám. S ohledem na tuto skutečnost byl do regulační smyčky vřazen i 
kompenzátor statického tření. 
Jakmile byly získány odhady statických momentů byla soustava dle schématu v Ilustraci 15 iteračně 
simulována, přičemž cílem bylo získat koeficienty viskózního tlumení pro oba směry otáčení.  
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Ilustrace 14: Budící moment 
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Jako optimalizační kritérium, kterým byla hodnocena kvalita odhadu získané aproximační křivky, byla 
stanovena střední hodnota mezi nejvýše a nejníže položenou odezvovou křivkou. Hledaná funkce se 
tedy nachází ve středu pásu vymezeném naměřenými daty. 
Jako počáteční odhad iterace byla nastavena hodnota získaná v předchozí estimaci tj. 𝑏𝑟 =
1,51 10−4 𝑁𝑠/𝑚, která překvapivě přesně odpovídá provedené identifikaci ve směru cw. V opačném 
směru (ccw) je hodnota viskóního tlumení přibližně o 20% vyšší. 
𝑏𝑟𝑐𝑤 = 1,541 10
−4 𝑁𝑠/𝑚 
𝑏𝑟𝑐𝑐𝑤 = 1,684 10
−4 𝑁𝑠/𝑚 
 
Ilustrace 16: Průběh třecího momentu 
4.4. Parametry kyvadla 
Hledané parametry kyvadla byly stanoveny na základě odezvy kyvadla při vychýlení, přičemž 
byla získána typická časová závislost tlumeného kmitání. Cílem estimace je stanovit při daných 
geometrických rozměrech a známém momentu setrvačnosti vhodný model tření a jeho parametry. 
Vzhledem k tomu, že průběh výchylky vykazuje typické znaky suchého tření (amplituda s časem 
lineárně klesá) a z fyzikální podstaty dané rotační vazby jej lze i očekávat, byla soustava primárně 
simulována s modelem suchého tření. Identifikace momentu statického tření probíhala obdobně jako 
v předchozím případě, kdy byl model iteračně simulován a porovnáván s reálnou odezvou, přičemž 
v každém kroku byla velikost momentu v závislosti na rozdílu odezvy a simulace upravena. Soustava 
byla modelována jako nelineární fyzikální kyvadlo s příslušnou rovnicí: 
 𝐽?̈? = −𝑚𝑔 sin(𝜑) − 𝑀𝑠(?̇?) (28) 
kde 𝑀𝑠(?̇?) má význam uvedený v předchozí kapitole.  
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Ilustrace 17: Simulační model 
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Pro získaná experimentální data byla nalezena následující simulační odezva s momentem suchého 
tření: 
𝑀𝑠 = 5.310
−4𝑁𝑚 
 
Přestože získaný model velmi přesně kopíruje reálnou odezvu, lze jej využít čistě simulačně, neboť pro 
návrh lineárního regulátoru musí být nutně nalezen ekvivalentní koeficient viskózního tlumení, kdy je 
tlumící síla přímo úměrná úhlové rychlosti kyvadla a který jediný lze při návrhu regulátoru uvažovat. 
Simulován byl následující model: 
 𝐽?̈? = −𝑚𝑔 sin(𝜑) − 𝑏?̇? 
 
(29) 
Přičemž získaný ekvivalentní koeficient viskózního tlumení má následující hodnotu: 
𝑏 = 8.521 10−5 𝑁𝑠𝑚−1 
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4.5. Konstanta motoru 
Momentové řízení inverzního kyvadla jak bylo uvedeno v kap.1 lze realizovat jen tehdy, pokud známe 
vztah mezi napěťově řízeným proudem a vnitřním momentem stroje, kterým působí na rameno 
kyvadla. V soustavě je využit standartní komutátorový DC-motor, jehož rovnice mají v ustáleném stavu 
následující tvar: 
 
𝜔 =
𝑢
𝑐𝜙
+
𝑅𝑀𝑠
(𝑐𝜙)2
  ⇒   𝜔 = 𝑢𝑘1 + 𝑘2 
 
(30) 
Kde 𝑅 je odpor rotorového vinutí, 𝑀𝑠 je zátěžný statický moment a 𝑢 budící napětí. 
Závislost mezi napětím na motoru a otáčkami je podle uvedené rovnice lineární, přičemž jejími 
parametry jsou: 
 
𝑘1 =
1
𝑐𝜙
 ,  𝑘2 =
𝑅𝑀𝑠
(𝑐𝜙)2
 
 
(31) 
Cílem je tedy získat měřením otáčkové odezvy pro různá napětí regresní přímku, jejíž směrnice je 
nepřímo úměrná hledané konstantě 𝑐𝜙. 
Pro daný soubor dostáváme  
𝑘1 = 12.556 ⇒  𝑐𝜙 = 0.0796 𝑁𝑚𝐴
−1 
Z regresního parametru  𝑘2 lze rovněž stanovit při znalosti statického momentu tření odpor vinutí: 
 
𝑅 =
 𝑘2
 𝑀𝑠𝑘1
2 = 10.738 Ω 
 
(32) 
Obě hodnoty (konstanta 𝑐𝜙 i odpor 𝑅) odpovídají v rozsahu dané tolerance hodnotám uváděným 
v datovém listu výrobce. Uvedený výsledek lze rovněž interpretovat jako verifikaci předchozí estimace 
statického momentu. 
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Ilustrace 18: Regresní přímka a data 
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5. Řídící elektronika 
V této kapitole je ve stručnosti popsána základní funkcionalita použitého mikroprocesoru s využitými 
periferiemi, přičemž na základě požadavků daných řídící strategií jsou voleny integrované komponenty 
zprostředkovávající signálové rozhraní mezi mikrokontrolérem a výkonovým obvodem. Kapitola rovněž 
obsahuje základní zapojení a obvodový návrh. 
Řídící elektronika v sobě integruje dvě základní vzájemně navazující základní funkce 
1) Na základě dat ze stupních signálů provádí instrukce dané řídícím algoritmem a transformuje 
je na příslušný akční zásah  
2) Upravuje vstupně-výstupní signálová rozhraní, zprostředkovává napájení integrovaných 
komponent a případnou komunikaci s další elektronikou. V neposlední řadě rovněž na 
hardwarové úrovni indikuje běh elektroniky. 
První z uvedených funkcí zprostředkovává mikroprocesor dsPIC33F z integrovanou komunikační 
elektronikou, přičemž v práci byla využita již funkční modulární komponenta4 EDUkit s vlastní paticí, 
v níž je obsažen jak samotný mikrokontrolér, tak stabilizované napájení. 
V této kapitole bude v krátkosti popsána základní funkcionalita mikroprocesoru dsPIC se základním 
členěním a parametry, nicméně jádro kapitoly spočívá v návrhu a realizaci periferních obvodů 
zprostředkovávajících signálová rozhraní. 
5.1. Mikroprocesor dsPIC 
Kompletní charakterizaci mikroprocesoru dsPIC z rodiny 33F lze najít v příslušné dokumentaci [16], 
nicméně z celé funkční šíře byly pro návrh kontroléru zásadní následující parametry: 
Základní parametry: 
1) Instrukční rychlost až 40 MIPS při použití externího krystalického oscilátoru 
2) Aritmeticko-logická jednotka (ALU) s 16-bitovou délkou slova 
3) Integrovaná programová pamět Flash a SRAM s pamětí 256 kB  
Komunikační rozhraní: 
1) SPI (Seriál Peripheral Interface) – 16-bitové rozhraní pro komunikaci s digitálními periferiemi  
2) UART (Universal Asynchronous Reciever Transmitter) – 8-bitové komunikační rozhraní s PC 
Kromě uvedených parametrů jsou mikroprocesory dsPIC dále optimalizovány pro řízení pohonů, 
přičemž disponují jak rozhraními pro řízení tak senzoriku: 
1) QEI (Quadrature Encoder Interface) – dvoukanálové rozhraní pro obousměrné čítání polohy 
z enkodéru v rozlišení 16-bitů 
2) PWM výstup s integrovaným komparátorem s 16-bitovým rozlišením  
 
 
 
 
                                                          
4 V práci bude označována v návaznosti na výchozí prototyp rovněž jako „vrchní deska“ či „UpperBoard“ 
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Vzhledem k požadované funkcionalitě a navrženému způsobu řízení lze formulovat následující 
požadavky na využití konkrétních modulů mikroprocesoru a navazující elektroniku: 
1) Vytvoření polohové zpětné vazby od dvojice enkodérů přes rozhraní QEI a navazující napěťové 
a proudové přizpůsobení se zajištěním napájení obou komponent. 
2) Vytvoření analogového výstupu pro napěťové řízení proudu v obvodu LMD18245, které bude 
zprostředkovávat přes rozhraní SPI vnější D/A převodník (DAC) s vysokým bitovým rozlišením 
3) Zajištění komunikace přes rozhraní UART v USB protokolu s vnějším PC 
4) Zajištění napájení samotného modulu stabilizovaným zdrojem. 
5) Světelná indikace napájení a běhu programu. 
5.2. Návrh periferních obvodů 
S ohledem na uvedené požadavky byla navržen a realizován řídící obvod, přičemž výchozím modelem 
pro návrh byla výuková sada EDUkit z laboratoře mechatroniky [17].  
5.3. D/A převodník 
Vzhledem k požadavkům na vysoké rozlišení, linearitu a rychlost D/A převodníku (DAC) byl volen 
integrovaný obvod DAC7715 [18] od společnosti TexasInstruments s 12-bitovou délkou slova, která 
zajišťuje při rozsahu řídícího napětí 0-5V rozlišení: 
5
212
= 0.0012 𝑉 
Vzhledem k tomu, že přepínání směru otáčení aktuátoru je realizováno digitálně ve výkonovém obvodu 
postačí unipolární napěťový výstup.  
Samotný DAC v sobě integruje hned čtyři převodníkové jednotky s vlastními registry. Funkčně je obvod 
řešen tak, že v tzv. žebříkové architektuře spíná v závislosti na přivedeném digitálním signálu z periferie 
SDI společně s hodinovým signálem CLCK jednotlivé větve obvodu tak, že dělí přivedené referenční 
napětí. V každém výpočetním kroku je pak nutné signálem z SPI nejdříve začít a poté ukončit 
komunikaci sepnutím pinu LOADDACS do logické jedničky resp. nuly. Komunikace přes rozhrání SPI je 
ve standartním 16-bitovém protokolu. K samotnému digitálně-analogovému převodu je nicméně 
využito pouze 12-bitů, přičemž dva bity původního signálu nesou adresu registru konkrétního kanálu a 
dva bity jsou v komunikaci zcela ignorovány.  
 
Ilustrace 19: Schéma D/A převodníku 
Řídící elektronika 
28 
 
12-bitový rozsah převodníku poskytuje pro řízení napětí na výkonovém obvodu v rozsahu 𝑢ř = 0 − 5𝑉 
rozlišení: 
Δ𝑢𝑚𝑖𝑛 =
5
212
= 0.0012 𝑉 
Což pro danou aplikaci bohatě vyhovuje. 
Na pinu převodníku RESETSEL lze volit přepínačem základní nastavení vnitřních registrů, čímž lze 
externě volit rozsah výstupního analogového napětí. 
DAC je napájen, vzhledem k přítomnosti koncových operačních zesilovačů, symetrickým napětím 
𝑢𝑑 = ±15𝑉, proto je nutné, vzhledem k tomu, že napětí na modul disponuje pouze 5V, samostatně 
řešit jeho napájení. K tomuto účelu slouží neřízený spínaný zdroj DCH010505 s výstupním LC článkem. 
Referenční napětí v rozsahu 0-5V je řešeno samostatným obvodem s napěťovou referencí TL431. 
5.4. Obvod měniče 
Obvod DCH01 od firmy Texas Instruments v sobě integruje pulsní step-up měnič s neřízeným 
bipolárním výstupním napětím v rozsahu±15 𝑉. Na výstupu měniče je umístěna dvojice LC-filtrů 
zajišťujících snížení napěťového zvlnění, přičemž kapacitní složku tvoří dvojice keramických 
kondenzátorů a tlumivka s feritovým jádrem5. Vzhledem vysoké spínací frekvenci měniče je nutné 
k efektivnímu využití výstupního filtru umístit všechny součásti v těsné blízkosti výstupních svorek, aby 
nedocházelo ke vzniku parazitních indukčností. Výstupní filtr se vzhledem k výstupnímu napětí chová 
jako pásmová zádrž, jejímž účelem je odstranit vliv spínací frekvence měniče. Oba filtr jsou připojeny 
na společnou zem vyvedenou ze středu výstupního pulsního transformátoru. Na vstupu do obvodu 
DCH01 je rovněž umístěn filtr 2. řádu. 
 
Ilustrace 20: Obvod měniče 
Nezatížený výstup z filtru měniče dává napětí 𝑢𝑢𝑛 = 15.42 𝑉, což je v toleranci přípustné pro napájení 
DAC převodníku [18]. 
 
 
 
 
 
                                                          
5 Obdobné zapojení je v datové listu přímo doporučeno výrobcem 
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5.5. Napěťová reference 
Reference na D/A převodníku má zajistit při různém proudovém odběru stabilní napětí, které 
definuje základní rozsah pro převod, přičemž jakékoli napěťové kolísaní může způsobit celkovou 
nefunkčnost řídící jednotky.  S ohledem na budoucí variabilitu a zároveň kvůli možnosti ladit napěťovou 
referenci nebyl jako reference využit pevný 5V napájecí rozvod na desce, ale nezávislý obvod připojený 
na svorky měniče DCH01. Tím lze v případě potřeby dosáhnout rozsahu 0-15V a plně tak využít 
možnosti D/A převodníku. 
  Jako regulační prvek v obvodu byla využita součást TL431, která je vnitřně uspořádána jako 
komparátor, na nějž je přivedeno mezi anodu a referenční vstup napětí z odporového děliče. Výstup 
komparátoru pak budí koncový proudový posilovač. Vzhledem k tomu, že koncový zesilovač zajišťuje 
malou výstupní impedanci (typicky 𝑅 = 0.2 Ω) je dělič prakticky nezatížený a nedochází tak 
k napěťovému úbytku na odporu.  
Kvůli omezení proudu do katody je na vstupu obvodu reference umístěn odpor o hodnotě 𝑅39 =
22𝑘Ω. Odporový dělič je řešen tak, aby měl vysokou výstupní impedanci, proto byly voleny odpory 
𝑅5,6 = 10 𝑘Ω, přičemž poměr mezi odpory byl stanoven následující rovnici: 
𝑢𝑣ý𝑠𝑡
𝑢𝑟𝑒𝑓 
− 1 =
𝑅6
𝑅5
 
Pro vyhlazení výstupního napětí byl využit kondenzátor o hodnotě 𝐶7 = 4.7 𝜇𝐹. Pro případné ladění 
napěťových poměrů na děliči lze k jeho vrchní větvi paralelně připojit další odpor nebo trimr. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ilustrace 21: Obvod napěťové reference 
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5.6. Rozhraní UART 
Pro zajištění komunikace mezi mikroprocesorem a dalším hardwerem bylo využito periferie 
UART přímo integrované v čipu dsPIC. Vzhledem k tomu, že se jedná o univerzální komunikační 
protokol, je jeho funkcionalita (rychlost a datový formát) determinována z vnějšku pomocí výstupního 
driveru. Oproti výchozímu prototypu [18] nebyla využita konverze komunikačního protokolu na 
standard RS-232, ale na dnes široce používaný protokol USB (Universal Seriál Bus), který přináší vyšší 
uživatelský komfort.  
 
Ilustrace 22: Obvod FTDx čipu a galvanického oddělovače 
Konverzi dat zprostředkovává integrovaný obvod FT231X od společnosti FTDI Inc., přičemž využívá 
vnitřní MTP6 paměť a integrovaný oscilátor.  Napájení čipu je zprostředkováno přes vstupní LC-obvod, 
který má zajistit redukci elektromagnetické interference, kterou může produkovat jak okolní 
elektronika, přívodní kabel tak především samotný čip. LC-filtr se skládá z dvojice keramických a 
jednoho elektrolytického kondenzátoru, připojených mezi napájecí svorky spolu se sériovou feritovou 
tlumivkou. Samotný datový signál je přenášen přes porty USBDM a USBDP na jehož výstupu resp. vstup 
je dvojice RC-článků.  
Při využití standardu USB, které má vlastní externí napájení, je ovšem nutné vyřešit otázku 
galvanického oddělení UART signálu od a samotného FTDI čipu. Tento mezikrok zprostředkovává 
dvoukanálový galvanický oddělovač ISO7221, který využívá kapacitní izolační bariéry k přenosu signálu 
do obvodu s jiným potenciálem země. Model 7221 zprostředkovává dvousměrnou komunikaci, kdy 
signál Tx (transmitt) přenáší na MCU pin Rx (recieve) a opačně signál Rx na pin Tx. Mezi vnější (ze strany 
MCU) i vnitřní (ze strany USB) napájecí svorky je připojen vyhlazovací kondenzátor.  
 
 
 
 
                                                          
6 Multiple-Time Programmable – podporuje opakované čtení a zápis 
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5.7. Periferie MCU 
Uvedený obrázek demonstruje zapojení jednotlivých periferií mikroprocesoru, přičemž jako vstup je 
využito čtyř kanálů pro dvojici enkodérů s děličem napětí na vstupu.  
Výstupy tvoří digitální piny DIR a DIS s LED indikací připojenou spolu s rezistorem k zemi. Vyvedeny 
jsou rovněž PWM výstupy, přestože nejsou v uvedené aplikaci využity. Nicméně s ohledem na další 
možné uplatnění obvodu byli v návrhu ponechány. Dalším výstupem je pak analogový signál z D/A 
převodníku, přičemž jsou využity kanály A a B. 
 
 
Ilustrace 23: Periferní obvody MCU 
Aby byla zachována kompatibilita zapojení s původní kartou MF624 byla využita dvojice 9-ti pinových 
konektorů CANON. 
 
Ilustrace 24: Realizace elektroniky 
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6. Návrh řídícího algoritmu 
V této kapitole je provedena na základě získaného matematického modelu linearizace, která je 
výchozím bodem návrhu stavového regulátoru a stavového pozorovatele. Poté je proveden návrh 
swing-up sekvence, přičemž celá koncepce je testována na virtuálním prototypu. Závěr kapitoly je 
věnován nadřazenému stavovému automatu. 
6.1. Požadavky na řídící jednotku 
Řídící jednotka má zajišťovat stabilní a bezpečný provoz mechanismu, přičemž má být schopna zároveň 
uvést kyvadlo do inverzní polohy tak jej v inverzní poloze stabilizovat a nastavovat polohu ramene. 
Řízení by mělo být schopno běžet v permanentním režimu, tzn. při vnějším zásahu se musí buď 
stabilizovat, nebo po pádu opět vyšvihnout do inverzní polohy. Řídící algoritmus implementovaný do 
mikrokontroléru má v zásadě dvě hierarchicky uspořádané jednotky: 
1) Algoritmus pro vykonávání samotného stavového řízení, který na základě měřených a 
estimovaných vstupů určuje akční zásah a kyvadlo podle potřeby stabilizuje, polohuje nebo 
zajišťuje swing-up sekvenci 
2) Nadřazený stavový automat, který na základě identifikace jednotlivých diskrétních stavů 
systémů spíná podřízenou stavovou regulaci, zajišťuje vypínání v kritických stavech a případně 
obnovuje funkci kontroléru. Rovněž na základě požadavku z vnějšku může nastavit 
požadovanou polohovou regulaci.  
V této kapitole se budeme zabývat těmito jednotkami v pořadí, v jakém byly vyvíjeny, přičemž se 
v zásadě jedná o čtyři navazující kroky: 
1) Nejdříve je popsána základní struktura stavového regulátoru a na základě linearizace 
matematického modelu navrženo konkrétní řešení. 
2) Poté je řešena otázka plné stavové zpětné vazby, kdy není k dispozici úplná informaci o 
pohybovém stavu systému a rychlosti kyvadla a ramene je nutné stanovit na základě stavové 
predikce.   
3) V okamžiku kdy bude inverzní regulátor funkční, lze s pomocí swing-up kontroléru rozšířit 
pracovní prostor kyvadla na plný úhel, přičemž s tím úzce souvisí otázka řešení nadřazeného 
diskrétního stavového automatu, který zajistí přepínání mezi módy regulace.  
4) Kromě uvedené funkce bude stavový automat ošetřovat i kritické stavy mechanismu, tedy 
zásah z vnějšku a chybu senzoriky. 
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6.2. Linearizace 
Prvním krokem řešení úlohy řízení je linearizace nelineárního dynamického modelu inverzního kyvadla 
ve zvoleném pracovním bodě, který je dán zadáním úlohy. 
Nejprve je nutné převést model získaný v kap. 2 do explicitní formulace, tj. derivace stavových 
proměnných jsou vyjádřeny jako funkce stavů a vstupů, přičemž explicitní vyjádření lze najít v [13]: 
 
[
?̇?
?̇?
?̈?
?̈?
] =
[
 
 
 
 
𝐹?̇?(𝛼. 𝜃, ?̇?, 𝜃,̇ 𝑀𝑟)
𝐹?̇?(𝛼. 𝜃, ?̇?, ?̇?,𝑀𝑟)
𝐹?̈?(𝛼. 𝜃, ?̇?, ?̇?, 𝑀𝑟)
𝐹?̈?(𝛼. 𝜃, ?̇?, ?̇?,𝑀𝑟)]
 
 
 
 
 
 
(33) 
Linearizaci modelu uvedeného v kap. 2 provedeme nyní pomocí Jakobiánu: 
 
[
?̇?
?̇?
?̈?
?̈?
] =
[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝐹?̇?
𝜕𝛼
𝜕𝐹?̇?
𝜕𝜃
𝜕𝐹?̇?
𝜕𝛼
𝜕𝐹?̇?
𝜕𝜃
𝜕𝐹?̇?
𝜕?̇?
𝜕𝐹?̇?
𝜕?̇?
𝜕𝐹?̇?
𝜕?̇?
𝜕𝐹?̇?
𝜕?̇?
𝜕𝐹?̈?
𝜕𝛼
𝜕𝐹?̈?
𝜕𝜃
𝜕𝐹?̈?
𝜕𝛼
𝜕𝐹?̈?
𝜕𝜃
𝜕𝐹?̈?
𝜕?̇?
𝜕𝐹?̈?
𝜕?̇?
𝜕𝐹?̈?
𝜕?̇?
𝜕𝐹?̈?
𝜕?̇? ]
 
 
 
 
 
 
 
 
[
𝛼
𝜃
?̇?
?̇?
] +
[
 
 
 
 
 
0
0
𝜕𝐹?̈?
𝜕𝑀𝑟
𝜕𝐹?̈?
𝜕𝑀𝑟]
 
 
 
 
 
𝑀𝑟 
 
(34) 
Po provedení uvedených derivací v inverzním bodě 𝒙 = [𝜋 0 0 0]7 má struktura linearizované 
matice dynamiky spolu s maticí vstupů následující charakter: 
 
[
?̇?
?̇?
?̈?
?̈?
] = [
0     0
0     0
1     0
0     1
𝐴31 0
𝐴41 0
𝐴33 𝐴34
𝐴43 𝐴44
] [
𝛼
𝜃
?̇?
?̇?
] + [
0
0
𝐵1
𝐵2
]𝑀𝑟 
 
(35) 
Odkud je zřejmé, že dynamika kyvadla je v inverzním pracovním bodě invariantní vůči natočení 
ramene, neboť příslušné členy matice mají nulovou hodnotu. To je velmi výhodný výsledek pro jeho 
polohovou regulaci. Dalším zřejmým výsledkem je identita mezi rychlostmi a jejich nezávislost na 
úhlových polohách. Detailní odvození vztahů pro jednotlivé členy matice dynamiky lze najít rovněž v 
[13]. 
Uvedenou rovnici lze přepsat do standardní formy stavových rovnic systému: 
 ?̇? = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒖 
 
(36) 
Výstup ze systému je dán rovnicí, přičemž matice 𝑪 má pro polohy jednotkový tvar: 
 𝒚 = 𝑪𝒙 
 
(37) 
 
 
 
                                                          
7 Obdobně lze získat linearizované matice dynamiky pro dolní stabilizační regulátor v bodě 𝑥 = [0 0 0 0] 
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Pomocí numerické linearizace s využitím SimMechanics8 dostáváme následující vyčíslení stavových 
matic: 
𝑨 = [
0            0
0            0
1             0
0             1
142.15 0
50.86 0
−0.8138 −0.071
−0.2912 −0.0861
] 
𝑩 = [
0
0
2841
3446
] 
𝑪 = [
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
] 
Z matice dynamiky 𝑨 lze určit nalezením jejích vlastních čísel polohu pólů v komplexní rovině a usoudit 
tak na lokální stabilitu systému: 
𝒑 = [
0
−12.35
11.51
−0.0607
] 
Ze získaného vektoru vlastních čísel plyne, že nestabilními módy přísluší úhlové poloze kyvadla a jeho 
rychlosti, což je zřejmý a očekávaný výsledek. Primárním úkolem řízení je tedy převést systém kyvadla 
do stabilní komplexní poloroviny.  
Matice 𝑪 vyjadřuje skutečnost, že měřitelné výstupní veličiny jsou pouze úhlové polohy ramene a 
kyvadla, zatímco příslušné rychlosti zůstávají neměřené. 
6.3. Diskretizace stavového modelu 
Vzhledem k tomu, že stavový regulátor bude provozován na digitální platformě je nutné uvedený 
stavový model diskretizovat. K diskretizaci byla využita funkce c2d s metodou ‚zoh‘9, přičemž základní 
tvar diskrétního stavového popisu má následující tvar: 
 𝒙(𝑛 + 1) = 𝑴𝒙(𝑛) + 𝑵𝒖(𝑛) 
 
(38) 
Kde matice 𝑴 a 𝑵 lze aproximovat rozvojem exponenciální funkce do Taylorovy řady např. [15]: 
 
𝑴 =
𝑨𝟎𝑇𝑠
0
0!
+
𝑨𝟏𝑇𝑠
1
1!
+
𝑨𝟐𝑇𝑠
2
2!
+ ⋯ 
(39) 
 
𝑵 = ∫𝑴𝑩𝒖(𝑡)𝑑𝑡 = (
𝑨𝟎𝑇𝑠
1
1!
+
𝑨𝟏𝑇𝑠
2
2!
+
𝑨𝟐𝑇𝑠
2
3!
+ ⋯)𝑩 
 
(40) 
Uvedený algoritmus diskretizace stavového modelu je plně implementován ve funkci c2d, která na 
základě výchozích parametrů spojitého systému a vzorkovací periody, vytvoří diskrétní stavový popis. 
 
                                                          
8 Linearizace byla prováděna, aniž by byl uvažován model suchého tření, který by zásadně zkreslil výsledek. 
Mimoto je vliv suchého tření na regulaci kompenzován v samotné řídící struktuře. 
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Pro základní zvolenou vzorkovací periodu 𝑇𝑠 = 1𝑚𝑠, dostáváme následující stavové matice: 
𝑴 = [
1            0
2.543 10−5            1
 9.9962 10−4 −3.5502 10−8
1.3708 10−7     9.9996 10−4
0.1421                    0
0.0508                    0
0,9993 −7.0995 10−4
−2.6565 10−4 0.9999
] 
𝑵 = [
0.0014
0.0017
2.8398
3.4455
] 
Stanovením vlastních čísel matic 𝑴 lze usoudit na stabilitu diskrétního systému, kdy číslo uvnitř resp. 
vně jednotkového kruhu v komplexní rovině odpovídá stabilnímu resp. nestabilnímu módu: 
𝒑𝒅𝒊𝒔 = [
1
0.9877
1.0116
0.9999
] 
Z uvedeného plyne, že nestabilním módem je stejně jako ve spojitém případě pól odpovídající úhlové 
rychlosti ramene obdobně jako ve spojitém případě. 
Zbývá jen dodat, že výstupní matice 𝑪 zůstává stejná jako ve spojitém případě. 
6.4. Návrh stavového regulátoru 
Návrh stavového regulátoru spočívá ve změně dynamiky systému vřazením matice 𝑲 do zpětné vazby 
od stavů systému, přičemž získáváme následující vyjádření diskrétních stavových rovnic: 
 𝒙(𝒏 + 𝟏) = 𝑴𝒙(𝒏) + 𝑵(𝒖(𝒏) − 𝑲𝒙(𝒏)) = (𝑴 − 𝑵𝑲)𝒙(𝒏) + 𝑵𝒖(𝒏) 
 
(41) 
Novou zpětnovazební maticí dynamiky soustavy je výraz: 
 𝑴𝒛𝒗 = 𝑴 − 𝑵𝑲 
 
(42) 
Volbou matice regulátoru 𝑲 tedy určujeme vlastní čísla zpětnovazebné smyčky a tím i jeho stabilitu. 
Problém stabilizace soustavy je tak převeden na problém hledání vhodné zpětnovazební matice.  
Matici 𝑲 lze nalézt buď přímou volbou pólů zpětnovazební smyčky, přičemž při znalosti matice 𝑴 resp. 
𝑵 lze numericky stanovit zesílení 𝑲, nebo alternativně pomocí tzv. LQR metody. Vzhledem k tomu, že 
metoda umísťování pólů neposkytuje žádný intuitivní klíč k návrhu regulátoru a ani v přechozích 
pracích se neprojevila jako zvlášť vhodná [1], je v této práci využita právě LQ kritérium.  
 
 
Ilustrace 25: Zpětnovazební stavové řízení 
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Návrh zpětnovazební matice LQR metodou spočívá ve stanovení kriteriální funkce, která má být volbou 
matice 𝑲 minimalizována, přičemž jako v předchozím případě předpokládáme, že vstup do systému 
má tvar 𝒖 = −𝑲𝒙. Standartní tvar kriteriální funkce je dán v diskrétní formě následujícím součtem10: 
 
𝐽 = ∑ 𝒙𝒌
𝑻𝑸𝒙𝒌 + 𝒖𝒌
𝑻𝑹𝒖𝒌
𝑁
𝑘=0
 (43) 
Váhové matice 𝑸 a 𝑹 jsou arbitrárně stanoveny na základě požadavků na regulaci, přičemž 
vzhledem k tomu, že existuje pouze jediný vstup do systému je volena jednotková matice 𝑹 = 1. Zbývá 
tedy volit váhovou matici 𝑸, jejíž rozměr je dán délkou stavového vektoru, v našem případě tedy 4x4. 
Vzhledem k tomu, že předpokládáme vzájemnou nezávislost jednotlivých stavů, je matice 𝑸 
diagonální. Prvky této matice tedy přísluší tedy výlučně jednotlivým stavům systému a jejich hodnota 
odpovídá rychlosti s jakou je daná stavová proměnná regulována. 
Před návrhem samotného regulátoru je nutné ověřit, zda je soustava řiditelná pomocí tzv. 
matice řiditelnosti, jejíž hodnost udává schopnost vstupu systému v konečném čase převést soustavu 
z jednoho bodu stavového prostoru do druhého: 
 𝑴𝒄𝒕𝒓𝒃 = [𝑵 𝑴𝑵 𝑴𝟐𝑵 𝑴𝟑𝑵] 
 
(44) 
Algoritmus hledání matice řiditelnosti je implementován ve funkci ctrb, která byla pro tento účel 
využita, přičemž její hodnost je rovna řádu systému, tedy 𝑛 = 4 a systém je tedy řiditelný. 
Schopnost stabilizovat systém při stanoveném řídícím mechanismu (𝒖 = −𝑲𝒙) je ovšem implicitně 
podmíněna tím, že jsme schopni měřit všechny stavové proměnné, což jak plyne z popisu senzoriky 
(kap.3), která se skládá pouze ze dvou polohových enkodérů, není pravda. Abychom mohli vytvořit 
stavový regulátor s plnou zpětnou vazbou, je nutné rekonstruovat rychlosti.  
6.5. Parametry návrhu 
Vzhledem k závěrům kap 2.4. byly navrženy dva regulátory pro stabilizaci po swing-up sekvenci a 
pro polohování ramene. Požadavky na stabilizující regulátor směřují k udržení kyvadla v inverzní 
poloze s minimálním ohledem na polohu ramene, přičemž prvky diagonální matice 𝑸 tuto skutečnost 
odráží ve velikosti jednotlivých prvků, kdy koeficient odpovídající poloze kyvadla je řádově vyšší než u 
zbylých módů. Primární odhad matice 𝑸 vycházel z návrhu [1]: 
𝑸𝑠 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([2     9. 10
−3     2. 10−5      2. 10−5]) 
Získané póly diskrétní zpětnovazební smyčky soustavy pak mají následující hodnoty: 
𝒑𝑠𝑑 = [
0.9534 + 0.041𝑖
0.9534 − 0.041𝑖
0.9979 + 0.0019𝑖
0.9979 − 0.0019𝑖
] 
Poloha pólů nicméně nasvědčuje tomu, že odezva systému bude vzhledem ke komplexní složce 
výrazně kmitavá, což bylo potvrzeno i experimentálně. Získaný regulátor byl proto modifikován 
metodou umísťování pólů, kdy byla komplexní složka zmenšena na desetinu. Výsledné parametry 
regulátoru pak mají následující hodnoty: 
𝑲𝒔𝒅 = [1.0219   − 0.0285    0.0684   − 0.0283] 
                                                          
10 V obecném případě je ve váhové funkci obsažen ještě křížový parametr 𝑵, který nicméně nebyl brán v potaz 
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Prvky váhové matice 𝑸 polohového regulátoru se vzhledem k požadavku na vyšší dynamiku při 
změně polohy liší zásadně jen příslušným koeficientem, nicméně oproti předchozímu návrhu [1] byly 
umenšeny i rychlostní prvky: 
𝑸𝑝𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([2     2. 10
−1     2. 10−6      2. 10−6]) 
Získaný regulátor má pak parametry: 
𝑲𝒑𝒅 = [2.4251   − 0.4247    0.1917   − 0.1289] 
Póly uzavřené smyčky polohového regulátoru mají tyto hodnoty: 
𝒑𝑠𝑑 = [
0.9529 + 0.0435𝑖
0.9529 − 0.0435𝑖
0.9951 + 0.0034𝑖
0.9951 − 0.0034𝑖
] 
Zbývá ověřit stabilitu zpětnovazební smyčky nalezením modulu jednotlivých prvků vektoru 𝒑𝑠𝑑 a určit 
zda se nacházejí uvnitř jednotkové kružnice: 
|𝒑𝑠𝑑| = [
0.9539
0.9539
0.9951
0.9951
] 
Vzhledem k tomu, že jsou všechny prvky menší než jedna, lze usuzovat na stabilitu uzavřené smyčky. 
6.6. Integrátor na vstupu 
Navržená struktura LQR regulátoru má pouze proporcionální charakter. Z toho plyne, že není schopna 
odstranit trvalou regulační odchylku. V případě, kdy v regulované soustavě působí nezanedbatelný vliv 
suchého tření, je nutné do regulační struktury vřadit integrátor na vstupu, přičemž akční zásah 
v takovém případě není úměrný pouze regulační odchylce, ale i jejímu integrálu. 
Hodnota integračního zesílení byla stanovena jednak simulačně s pomocí virtuálního prototypu, jednak 
experimentálně na reálné soustavě: 
𝐾𝑖 = 1.6 
Úpravou integračního zesílení směrem nahoru lze dosahovat rychlejší a přesnější odezvy systému, 
nicméně za cenu oscilací a v krajním případě i ztráty stability. Uvedená hodnota byl volena jako 
kompromis mezi těmito extrémy. Integrátor na vstupu částečně kompenzuje statické tření v rotační 
vazbě ramene. 
 
Ilustrace 26: Řídící struktura s integrátorem na vstupu 
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6.7. Estimátor stavu 
Jak již bylo naznačeno v kap.6.5., použití výše navržených regulátorů je podmíněno schopností 
určovat všechny stavy systému. Vzhledem k použité senzorice jsme schopni měřit jen natočení ramene 
a kyvadla. Rychlosti je tedy nutné na základě polohového signálu vhodně rekonstruovat.  
Nejednoduší rekonstrukční mechanismus vychází ze základního kinematického vztahu, kdy rychlost je 
časovou derivací polohy, přičemž v této práci byla využita následující diskrétní formule s konečnou 
diferencí poloh11: 
 
𝜔 =
𝑑𝜃
𝑑𝑡
=̇
𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛
𝑇𝑠
 
 
(45) 
Uvedený vztah má nicméně řadu praktických nevýhod, mezi něž patří vysoká citlivost vůči šumu, kdy 
je jakákoli oscilace zesílena faktorem 
1
𝑇𝑠
, a omezená rozlišovací schopnost.  
Logickým krokem je tedy vřadit do řídící struktury filtr 1. řádu, který zajistí hladší průběh poloh 
před jejich numerickou derivací. Samozřejmým důsledkem této varianty je nutný fázový posuv a 
amplitudové zkreslení. Nicméně při volbě dostatečně malé časové konstanty lze i tak dosáhnout 
kvalitních výstupů. Pro implementovaný řídící algoritmus byla zvolena časová konstanta polohového 
filtru ramene 𝜏𝑝 = 0.005 𝑠 a 𝜏𝑝 = 0.003 pro kyvadlo. V diskrétní formulaci mají pak použité filtry 
následující tvar: 
𝐹𝑘(𝑧) =
0.2835
𝑧 − 0.7165
   𝐹𝑟(𝑧) =
0.1813
𝑧 − 0.8187
     
6.8. Návrh stavového pozorovatele 
Principiálně odlišným přístupem k rekonstrukci rychlostí je struktura stavového pozorovatele, 
jejíž metoda spočívá v simulaci dynamiky reálné soustavy, přičemž zpětnou vazbou přes matici 
pozorovatel je zajištěna konvergence reálných a predikovaných stavů. Nicméně vzhledem k tomu, že 
tato struktura má vlastní dynamiku, je nutné ověřit stabilitu řešení.  
 
Stavová rekonstrukce pozorovatele má následující tvar: 
 ?̇̂? = (𝑨 − 𝑯𝑪)?̂? + 𝑩𝒖 + 𝑯𝒚 
 
(46) 
                                                          
11 Alternativně lze rovněž využít měření rychlosti s konstantním úhlovým krokem a časovým diferenciálem 𝜔 =
𝜃
𝑇𝑛−𝑇𝑛+1
, nicméně toto řešení není vzhledem k dynamice řízeného mechanismu vhodné. 
Ilustrace 27: Struktura pozorovatele 
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Návrh stavového pozorovatele poté spočívá ve volbě vlastních čísel systémové matice pozorovatele: 
 𝑭 = 𝑨 − 𝑯𝑪 (47) 
Přičemž nutnou podmínkou konvergence je, aby vlastní čísla matice pozorovatele byla v reálné složce 
zápornější než vlastní čísla matice dynamiky 𝑨. Vzhledem k tomu, že vlastní čísla matice 𝑨 mají z povahy 
řízené soustavy nestabilní charakter, byla k návrhu pozorovatele využita vlastní čísla uzavřené smyčky 
regulátoru získaná v předchozí kapitole. Na základě měření byla poloha vlastních čísel pozorovatele 
stanovena jako násobek vlastních čísel uzavřené smyčky: 
 𝒑𝒄𝒐𝒏𝒕 = 𝑘𝑜𝑏𝑠𝑒𝑖𝑔(𝑨 − 𝑩𝑲) 
 
(48) 
Na základě ladění na simulačním i reálném modelu byla stanovena hodnota 𝑘𝑜𝑏𝑠 = 15 
Při návrhu diskrétního stavového pozorovatele je nutné transformovat vlastní čísla spojitého 
systému na vlastní čísla diskrétního systému s využitím známého vztahu [19]: 
 𝒑𝒅𝒊𝒔 = 𝑒
(𝑇𝑠𝑷𝒄𝒐𝒏𝒕) (49) 
Získané póly matice diskrétního pozorovatele mají následující hodnoty 
𝒑𝒅𝒊𝒔 = [
0.0477
0.0477
0.8723
0.8723
] 
Další nutnou podmínkou pro návrh pozorovatele je ověřit schopnost systému na základě měření 
některých stavových proměnných rekonstruovat celý stavový prostor. Tuto podmínku lze ověřit 
pomocí tzv. matice pozorovatelnosti, jejíž hodnost má pro pozorovatelné systémy stejnou hodnotu 
jako hodnost matice 𝑴: 
 𝑴𝒐𝒃𝒔𝒓𝒗 = [𝑪 𝑴𝑪 𝑴𝟐𝑪 𝑴𝟑𝑪] (50) 
Matice pozorovatelnosti má pro daný systém hodnost 𝑛 = 4, což znamená, že systém je 
pozorovatelný. 
Jakmile je ověřena pozorovatelnost systému, můžeme metodou umísťování pólů (funkce place) 
stanovit matici deterministického pozorovatele: 
𝑯 = [
1.0793 −0.0001
−0.0002 1.0799
0 0
0 0
121.02 −0.0732
−0.2193 121.54
0 0
0 0
] 
 
6.9. Návrh Kálmánova filtru 
Podobně jako u deterministického pozorovatele spočívá rekonstrukce rychlostí pomocí Kálmánova 
filtru ve znalosti dynamického modelu systému a zpětné vazbě od měřených stavů. Nad tento rámec 
ovšem využívá i znalosti o stochastických jevech uvnitř mechanismu a poskytuje hlubší metodické 
možnosti návrhu.   
Odvození algoritmu Kálmánova filtru lze nalézt např. [15] přičemž v zásadě spočívá 
v minimalizaci střední kvadratické odchylky výstupu dynamického systému při známých středních 
hodnotách rozptylů procesu 𝑹 a měření 𝑸. Vzhledem k tomu, že hodnotu statistických momentů 
nejsou známy explicitně, byli na základě simulačního modelu v iteračním procesu odhadnuty.  
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Vztah pro kovariační matici 𝑷 a matici Kálmánova zesílení 𝑳 je dán v každém časovém okamžiku 
následujícími vztahy: 
 𝑷(𝑘 + 1|𝑘) = 𝑴𝑷(𝑘|𝑘)𝑴𝑻 + 𝑸 (51) 
 𝑳 = 𝑷(𝑘|𝑘 − 1)𝑪𝑻[𝑪𝑷(𝑘|𝑘 − 1)𝑪𝑻 + 𝑹]−1 (52) 
Pro lineární časově inveriantní (LTI) systém je matice Kálmánova zesílení 𝑳 v ustáleném stavu 
konstantní hodnotu, čehož lze využít při implementaci. Vzhledem k tomu, že linearizovaný model 
inverzního kyvadla lze s jistou aproximací považovat za LTI systém, je využita ustálená formulace 
Kálmánova filtru12. Ten pak přechází do tvaru stavového pozorovatele s maticí 𝑳 optimalizovanou tak, 
aby minimalizoval střední kvadratickou odchylku. 
Postup návrhu je velmi obdobný návrhu LQ-regulátoru pro LTI systém, neboť vede na iterační řešení 
Riccatiho rovnice, přičemž výstupem je matice Kálmánova zesílení 𝑳, která je obdobou matice 
deterministického pozorovatele 𝑯. Z uvedeného plyne, že pro vytvoření Kálmánova filtru lze využít 
strukturu stavového pozorovatele (Ilustrace 26) uvedenou v předchozí kapitole. 
Pro návrh byla využita funkce kalman s následujícími kovariačními maticemi šumu procesu a 
šumu měření: 
𝑸 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([0.2 0.2 0.01 0.01])  𝑹 = 1 
Získaná matice Kálmánova zesílení má pak následující tvar: 
𝑳 = [
0.0667 0.0613
0.0613 0.0906
0 0
0 0
3.8452 4.5241
4.4901 5.6010
0 0
0 0
] 
Je zřejmé, že sloupce Kálmánova zesílení odpovídající úhlovým polohám a rychlostem jsou nulové, 
neboť nejsou měřeny. 
Zbývá ještě ověřit, zda je systém Kálmánova pozorovatele stabilní a to stanovením vlastních čísel 
systémové matice pozorovatele: 
𝑒𝑖𝑔(𝑭) = 𝑒𝑖𝑔(𝑴 − 𝑳𝑪) = [
0.9315
0.9315
0.9918
0.9918
] 
Z uvedeného plyne, že vlastní čísla leží uvnitř jednotkového kruhu, což odpovídá stabilnímu 
diskrétnímu systému. 
                                                          
12 V literatuře lze nicméně najít řešení se zobecněným Kálmánovým filtrem 
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6.10. Kompenzace tření 
Vzhledem k nezanedbatelnému vlivu statického tření v rotační vazbě ramene, byl navržen dopředný 
kompenzátor. Jeho funkce spočívá v nastavení přídavného kompenzačního momentu v závislosti na 
rychlosti a směru pohybu ramene.  
 
Aby docházelo ke kompenzaci pouze při požadavku na změnu polohy je v modelu použit blok Look-up 
table, který v případě nulové regulační odchylky rychlosti nastaví nulovou kompenzaci.  
Vzhledem k tomu, že identifikace ukázala směrovou závislost statického momentu, je velikost 
kompenzačního momentu přepínána v závislosti na znaménku regulační odchylky.  
 
6.10. Virtuální prototyp řízení 
Na základě parametrů získaných identifikací systému inverzního kyvadla a výše odvozených 
parametrů regulátoru a stavových rekonstruktorů rychlostí byl vytvořen v prostředí Simulink virtuální 
prototyp řídící struktury. Cílem bylo ověřit funkčnost navržených regulátorů a schopnost Kálmánova 
filtru i stavového pozorovatele uspokojivě predikovat rychlosti. Výhodou virtuálního prototypu je 
možnost nahlížet do průběhu libovolné veličiny a na základě těchto informací ladit parametry řídící 
struktury. 
Ilustrace 28: Kompenzace tření 
Ilustrace 29: Model virtuálního prototypu řízení 
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Ve virtuálním modelu soustavy byl implementován jak model suchého i viskózního tření tak 
model diskretizace a kvantování polohy v souladu s reálnou senzorikou. Mechanický model odpovídá 
původnímu schématu z kap. 2.  
Pomocí virtuálního prototypu byl pro různé parametry matice 𝑸 laděn LQ-regulátor, přičemž kritériem 
byl průběh regulované polohy ramene. Konečným produktem ladění byl regulátor s parametry 
uvedenými v kap. 6.5. a Kálmánovým filtrem s výstupem uvedeným na ilustraci 28. 
Porovnávány byly rovněž průběhy odhadů rychlostí, přičemž byly srovnávány všechny výše uvedené 
koncepce (derivace s dolní propustí, Kálmanův filtr a deterministický pozorovatel) : 
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Ilustrace 31: Průběh simulační řídící odezvy 
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Ilustrace 30: Srovnání Kálmánova filtru a dolní propusti 
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Ilustrace 32: Srovnání deterministického pozorovatele a derivace 
 
6.11. Swing-up kontrolér 
Až doposud se návrh kontroléru inverzního kyvadla omezoval na malé výchylky kyvadla, kdy 
lze systém považovat za lineární a uplatnit na něj příslušné metody řízení. Logickým krokem je tedy 
rozšířit pracovní oblast a vytvořit kontrolér, který dokáže převést kyvadlo do inverzní polohy. 
S ohledem na výpočetní kapacitu cílového zařízení byla nakonec zvolena varianta regulace 
v otevřené smyčce popsaná v rešeršní části 2.5, kdy je soustava buzena bipolárním momentovým 
signálem. 
Základní myšlenka vychází ze skutečnosti, že změna momentu hybnosti soustavy se rovná 
celkovému impulsu síly. Pokud bude impuls ve střední hodnotě nulový, lze při zanedbání závislosti 
redukované hmotnosti systému na výchylce kyvadla předpokládat, že celková hybnost na konci tohoto 
manévru bude při optimální výšce impulsu nulová: 
 
0 = ∫ 𝑀𝑑𝑡 = ∫ 𝑚𝑟𝑒𝑑(𝛼)𝜔 𝑑𝑡
𝑇
0
= [𝑚𝑟𝑒𝑑𝜔]0
𝑇 = 𝑚𝑟𝑒𝑑𝜔1 − 0
𝑇
0
 (53) 
 
𝑀 = {
𝑀𝑏 𝑝𝑟𝑜 𝑡 = 0. .
𝑇
2
𝑀𝑏 𝑝𝑟𝑜 𝑡 =
𝑇
2
. . 𝑇
} 
 
(54) 
Kde 𝑚𝑟𝑒𝑑(𝛼) je redukovaná hmotnost soustavy, která je obecně závislá na poloze kyvadla 𝛼, 𝜔 je 
rychlost kyvadla. 
Vhodným nastavením délky 𝑇 a výšky 𝑀𝑏 impulsu síly lze kyvadlo dopravit do inverzní polohy 
s minimální cílovou rychlostí, což je zásadní z hlediska stabilizace. 
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Tento problém byl řešen ve smyčce numericky pomocí vytvořeného virtuálního prototypu 
inverzního kyvadla, přičemž byla pro fixní periodu zásahu 𝑇 určována výška impulsu 𝑀𝑏. Kritériem 
uvedené smyčky byla co nejmenší cílová rychlost v inverzní poloze. Výstupem ze simulace dostáváme 
následující tvar momentového impulsu: 
 
 
Ze získaného grafu je patrné, že pro daný tvar impulsu je cílová rychlost v inverzní poloze téměř nulová. 
Následující dvojice vektorů popisuje impulsní sekvenci numericky: 
 
𝑀𝑏 = [0.1965    0.1965   − 0.1965   − 0.1965         0         0] 
𝑡𝑏 = [0    0.0500    0.0510    0.1000    0.1010    1.0000] 
 
 
6.12. Stavový automat 
V situaci, kdy máme k dispozici swing-up kontrolér, stabilizační regulátor a polohový regulátor, je 
posledním krokem všechny tyto dílčí řídící mechanismy propojit účinným nadřazeným stavovým 
automatem, který zajistí přepínání mezi jednotlivými funkčními módy. 
Požadavky na nadřazený stavový automat vyplývají jednak ze zadání pro inverzní kyvadlo, jednak 
z bezpečnostních požadavků, kdy se na výstupu nesmí objevit kritické hodnoty rychlostí a momentů a 
zároveň mají zajistit permanentní chod: 
1) Inicializační sekvence, kdy se kyvadlo vymrští z počáteční polohy do inverzní a dojde k přepnutí 
na stabilizační a později i polohový regulátor 
2) Ochranný mechanismus, který zajistí vypnutí kyvadla, dojde-li k hraniční situaci 
3) Dolní stabilizační regulátor, který zajistí stabilizaci ve spodní poloze 
4) Mechanismu opětovného vyšvihnutí a stabilizace 
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Implementovaný stavový automat má charakter identifikátoru diskrétních stavů systému, který 
v závislosti na stavu svých vstupů (poloha kyvadla, působící moment, vnitřní hodiny a předchozí zásahy) 
nastavuje celočíselnou hodnotu výstupu v rozsahu 0-5, která v přepínači nastaví regulační mód 
Stavový automat je v prostředí Simulink implementován jako vestavěná funkce (MATLAB-
Function), přičemž disponuje externími hodinami, které slouží k časování jednotlivých sekvencí  
Inicializace programu spočívá ve startu hodin a spuštění swing-up kontroléru, který převede 
kyvadlo do inverzní polohy. Pokud se sekvence nezdaří do stanoveného časového limitu je potlačen 
jakýkoli výstup po ochranou dobu 9s. Je-li identifikována poloha kyvadla v rozsahu 𝛼 = ±20°, automat 
přepne na stabilizační mód, přičemž nedojde-li během ochranné doby ke kritické situaci, automat dále 
přepne na polohovací sekvenci. Poté je vnější časovač vypnut, aby nedošlo k přetečení.  
Menší vnější silové zásahy z vnějšku zpracovává jak stabilizační tak polohový regulátor. 
Nicméně při silnějším zásahu může dojít ke ztrátě stability. Vzhledem k tomu, že regulátor je navržen 
jako lineární, reaguje mimo oblast blízkou inverzní poloze neúměrně vysokým momentem, který už 
nicméně není schopen kyvadlo stabilizovat. Celý mechanismus se stává vysoce nestabilním a může 
dojít ke zběsilé rotaci ramene. Jako mezní parametr, který identifikuje tuto hraniční situaci, byla 
zvolena kritická hodnota působícího momentu 𝑀𝑚𝑎𝑥. Je-li překročen, je momentový výstup nastaven 
na nulu a je spuštěn časovač, který slouží k měření ochranné doby. Je-li rychlost kyvadla v této situaci 
dostatečná, dojde k opětovnému vyšvihnutí a stabilizaci kyvadla. V opačném případě se kyvadlo ustálí 
v nulové pozici a na konci ochranné doby je spuštěn swing-up kontrolér, přičemž se celá řídící sekvence 
opakuje. Konečný návrh řídícího algoritmu neobsahuje dolní stabilizační regulátor. Vzhledem k tomu, 
že ve většině případů má kyvadlo dostatek kinetické energie pro návrh do inverzní polohy, ukázal se 
jako nadbytečný. 
Dalším důležitým prvkem algoritmu je nutný reset integrátoru polohového regulátoru při 
změně módu regulace, neboť naintegrovaná regulační odchylka z předchozího procesu může vést ke 
ztrátě stability systému. Obdobně je resetován i Kálmánův filtr, jehož rychlostní predikce rovněž závisí 
na předchozích stavech. 
 
 
 
Ilustrace 33: Struktura stavového automatu 
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Popsaný algoritmus vystihuje následující vývojový diagram: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ZZZinicializace ZZZ
ZZZ
start timer
swing-up
ZZZkontrola
ZZZtimeout<0.5 && q1=±20°
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reset
Ilustrace 34: Vývojový diagram programu 
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7. Implementace řídícího algoritmu  
V této kapitole je v základních rysech popsáno schéma implementovaného algoritmu v rozhraní 
Simulink. Vysvětlena je dílčí funkcionalita jednotlivých bloků a nastavení periferií. V závěru kapitoly 
jsou rovněž navrženy a realizovány optimalizační úpravy s pomocí fixních datových typů. 
K pružnějšímu ladění uvedeného algoritmu bylo využito řízení přes rozhraní Real-time windows target 
s kartou MF624, která umožňuje rychlejší kompilaci a ověřování funkcionality. Základní schéma 
odladěného programu bylo poté implementováno do návrhu programu mikrokontroléru (Ilustrace 34).  
Řídící algoritmus byl implementován pomocí integrovaného rozhraní programu MPLAB v prostředí 
Simulink, které umožňuje přímou kompilaci a nahrávání navrženého algoritmu přes externí 
programátor do mikrokontroléru. Návrh obsahuje primárně základní konfiguraci mikroprocesoru a 
UART periferie. Struktura obsahuje trojici regulátorů popsaných výše, které jsou na základě signálu 
z diskrétního identifikátoru přepínány v závislosti na požadavcích regulace. 
 
7.1. Vstupy 
Vstup obsažený v bloku IN zprostředkovává plnou zpětnou vazbu ze systému. Tvoří jej dvojice QEI 
čítačů, které obsahují přednastavenou obsluhu periferie čítací logiky. Výstupem je číslo v datovém typu 
int16. Tento signál je pro účely hlavní řídící smyčky konvertován do datového typu double. Polohu je 
možné díky vstupnímu znaménkovému typu inkrementovat v obou směrech nebo volit reset při 
předdefinovaném počtu tiků a pracovat pouze v neznaménkové formě uint16. Nicméně vzhledem 
k nevhodné implicitní funkčnosti tohoto resetu byla použita funkce modulo v hlavní části programu.  
Blok dále obsahuje subsystémy stavových estimátorů, přičemž byly dle zadání testovány jak varianty 
deterministického a stochastického pozorovatele tak numerické derivace. 
Ilustrace 35: Celkové řídící schéma 
Ilustrace 36: Schéma subsystému vstupů 
Implementace řídícího algoritmu 
48 
 
7.2. Výstupy 
Výstupy ze stavového přepínače jsou transformovány v subsystému OUT. Výstupem z regulátorů je 
rozměrově moment v datovém typu float, přičemž je třeba provést jeho konverzi na požadovaný proud 
výkonovým obvodem a ten dále přepočítat na řídící napětí. Tuto proceduru zajišťuje série zesílení a 
Look-up table bloků, která je doplněna o napěťovou korekci, která ošetřuje změnu referenčního napět. 
Signál řídícího napětí je poté normalizován na rozsah 12-ti bitového neznaménkového čísla a 
převeden do datového typu uint16. Pro funkční komunikaci s D/A převodníkem je nutné provést bitový 
posun a uvést dvoubitovou adresu konkrétního registru provádějícího konverzi. 
7.3. UART signál 
Vzhledem k tomu, že disponujeme pouze jedním komunikačním kanálem přes rozhraní UART je přenos 
většího množství signálů řešen pomocí čítače, který v každém výpočetním kroku přes přepínač odešle 
hodnotu právě jednoho signálu. Cenou za toto řešení je třetinové datové rozlišení. 
7.4. SPI periferie 
SPI periferie zprostředkovává komunikaci s externím D/A převodníkem, přičemž je odesílán 16-bitový 
řetězec s hodnotou výstupního napětí a adresou registru. Komunikace probíhá tak, že v každém kroku 
programu je SPI periferie inicializována, poté je zahájen přenos sepnutím pinu SDO do logické jednotky. 
Poté je proveden zápis slova v režimu write-only a komunikace je opět přerušena sepnutím pinu 
LOADDACS do logické nuly.   
Obě periferie jsou vzájemně porpojeny kanálem CLK, který vysílá hodinový signál na frekvenci 
1250Mhz. Základní konfiguraci demonstruje následující menu: 
 
 
 
 
 
Ilustrace 37: Konfigurace SPI periferie 
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Celkově bylo využito 17 pinů mikroprocesoru, z toho 4 pro komunikaci s D/A převodníkem, 4 pro 
polohové enkodéry, 6 pinů s figitálním výstupem a 2 pro komunikaci s FTDI periferií. Pro měření 
vytíženosti procesoru byl rovněž vyveden signál BUSYFLAG indikující běh procesoru v základní 
výpočtové periodě. 
[pin] port popis 
[1] RB9 Digitální výstup - ENABLE 
[2] RC6 Digitální výstup - DIR 
[3] RC7 Indikace 
[4] RC8 Indikace 
[5] RC9 Digitální výstup - BREAK 
[9] RB11 Indikace 
[11] RB13 Digitální výstup - LOADDACS 
[14] RB14 Hodinový signál - SCK 
[15] RB15 SDO 
[27] RC2 Komunikace s DAC 
[35] RA9 Vytížení procesotu - BUSYFLAG 
[37] RC4 UART1 - receiver 
[38] RC5 UART1 - transmitter 
[41] RB5 Enkder kyvadla, ChA 
[42] RB6 Enkoder kyvadla, ChB 
[43] RB7 Enkoder ramene, ChA 
[44] RB8 Enkoder ramene, ChB 
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7.5. Optimalizace kódu 
Schéma popsané v kap. 7, které reprezentuje původní algoritmus, bylo optimalizováno s využitím 
datových typů s pevnou desetinou čárkou. Jak bylo uvedeno v kap.5, ALU použitého procesoru 
dsPIC33F pracuje se 16-bitovou délkou slova, přičemž při původním využití 64bitového typu double 
rostou jak nároky na programovou paměť, tak především nároky na výpočetní čas.  
V této oblasti bylo rozpracováno několik variant: 
1) Celková změna algoritmu s exkluzivním využitím typu int16 
2) Celková změna algoritmu s využitím typů fixdt (pevná desetiná čárka) a celočíselných typů 
3) Částečná změna s využitím typu single s plovoucí desetinou čárkou v hlavní regulační smyčce 
a s využitím fixních typů v ostatních větvých programu (časovač, náhledové tabulky)  
První dvě varianty jsou ve vývojové fázi, neboť se jako zásadní problém projevilo využití MATLAB-funkcí 
v hlavní regulační smyčce. Přetože lze navržený program zkompilovat dochází paradoxně k přetížení 
procesoru a jeho celkové nefunkčnosti.  
Varianta s čistě celočíselnými typy se projevila jako celkem úspěšná, nicméně obsahuje pouze 
stabilizační regulátor bez nadřazeného stavového automatu. Základní myšlenka vychází z přepočítání 
zpětnovazební matice regulátoru na rozsah vstupních čítačů. Rozsah této přestavby je nicméně nad 
rámec této práce.  
Třetí varianta byla úspěšně kompilována a zprovozněna, přičemž byl využit typ single pro hlavní 
regulační smyčku resp. pro signály rychlostí, poloh a výstupního mmomentu. Dalším krokem je využití 
celočíselných typů uint8 a uint16 při deklaraci konstant. Jako velmi efektivní se rovněž projevilo využití 
znaménkového fixního typu v časovači využitém ve stavovém automatu. Nastaven byl v příslušných 
blocích typ fixdt, přičemž bylo využito následující celočíselné resp. zlomkové rozlišení  
∆𝑡𝑓𝑟𝑎𝑐 =
1
212
= 0.00024   ∆𝑡𝑖𝑛𝑡 = 2
4 = 16 
Pro správnou funkci navrženého řešení je rovněž třeba v blocích Gain případně Product explicitně zadat 
vstupní a výstupní datové typy, neboť Simulink automaticky provádí v rámci zachování přesnosti 
výstupních hodnot přetypování.  Deklaraci proměnných s fixní desetinou čárkou demonstruje Ilustrace 
37, přičemž je provedena nezávisle v každém bloku pomocí uživatelského rozhraní. 
 
 
Ilustrace 38: Změna datových typů 
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8.  Experimentální výsledky 
Experimentální výsledky jednak ověřují funkčnost navržených regulátorů a související stavové estimace 
rychlosti a jednak srovnávají výpočetní a paměťovou náročnost navržených programových variant. 
8.1. Kvalita řízení 
Dynamika řízení byla ověřována na pulsním signálu o délce 10s s náběžnou hranou, přičemž byl řízena 
poloha ramene. V první řadě je srovnán průběh regulace ramene s použitím Kálmánova filtru 
s kompenzací statického tření a bez kompenzace: 
 
Ilustrace 39: Průběh regulované veličiny s kompenzací suchého tření 
 
Ilustrace 40: Průběh regulované veličiny bez kompenzace suchého tření 
Z průběhů je zřejmé, že využití kompenzátoru suchého tření zajišťuje na rozdíl od nekompenzované 
varianty nulovou statickou odchylku. Měření zároveň dokládá oscilační chování v ustáleném stavu, 
které lze pozorovat i na průběhu řízení u virtuálního prototypu (Ilustrace 27) 
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Střední kvadratická chyba (MSE) řízení má hodnoty: 
𝑀𝑆𝐸𝑘𝑜𝑚𝑝 = 0.3128  
𝑀𝑆𝐸𝑛𝑜−𝑘𝑜𝑚𝑝 = 0.5162 
Následující průběh demonstruje průběh regulované veličiny s použitím derivace s dolní propustí: 
 
Ilustrace 41: Průběh regulované veličiny s filtrem dolní propust 
Střední kvadratická chyba řízení má hodnoty: 
𝑀𝑆𝐸𝑘𝑜𝑚𝑝 = 0.4336 
Dále byl srovnávána rekonstrukce rychlosti ramene s pomocí Kálmánova filtru a dolní propusti 
s derivací. Z grafu je patrné, že u dolnopropustného filtru dochází jak k amplitůdovému tak fázovému 
zkreslení: 
 
Ilustrace 42: Srovnání filtrace rychlosti 
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Regulace s využitím filtru dolní propusti pro rychlostní signál dosahuje sice kvalitní odezvy při 
polohování ramene nicméně za cenu značných vysokofrekvenčních vibrací způsobených nedokonalou 
rekonstrukcí rychlosti, což dokumentuje Ilustrace 42.  
8.2. Výpočetní a paměťová náročnost 
Při určování vytíženosti procesoru byla využita funkce BusyFlag, obdobně jako v práci [20]. Nastavením 
této funkce lze stanovit vytíženost mikrokontroléru měřením průběhu napětí na nastaveném pinu RA9 
(kap 7.2.). Logická jednička indikuje běh programu, logická nula vyčkávání na další výpočetní krok. 
Srovnávány byly algoritmy s využitím Kálmánova filtru a dolní propusti s derivací v optimalizované resp. 
neoptimalizované verzi. S využitím osciloskopu byla získána následující data: 
 
Ilustrace 43: Signál z portu BUSYFLAG 
Je zřejmé, že využití derivace pro stavovou rekonstrukci rychlosti je z hlediska výpočetní náročnosti 
výhodnější než využívání Kálmánova filtru, který výpočetní čas výrazně prodlužuje. Cenou za toto řešení 
jsou nicméně uvedené vibrace mechanismu. Optimalizací kódu s využitím datových typů s pevnou 
desetinou čárkou lze dále dosáhnout úspor v procesorovém čase. 
Paměťovou náročnost jednotlivých algoritmů byla stanovena automaticky v porcesu kompilace kódu. 
Výsledky ilutruje následující tabulka, přičemž byla srovnávána programová paměť reprezentující 
posloupnost instrukcí a datová paměť: 
 Kalman – bez 
optimalizace 
Kalman  
- optimalizace 
Derivace - bez 
optimalizace 
Derivace - 
optimalizace 
Datová paměť (byte) 198 (1%) 198 (1%) 202 (1%) 154 (<1%) 
Programová paměť (byte) 11898 (9%) 11130 (8%) 10689 (8%) 8121 (6%) 
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9. Závěr 
V rámci této práce bylo na stávajícím modelu rotačního inverzního kyvadla dosaženo 
následujících změn: 
1) Konstrukční změna kyvadla zajišťující bezdrátový kontakt mezi rotujícími částmi a řídící 
elektronikou 
2) Návrh a realizace hardwaru elektroniky kontroléru 
3) Implementace a optimalizace řídícího algoritmu do mikroprocesoru dsPIC 
Díky tomu je současná verze výukového modelu plně vestavěná a nezávislá z hlediska řízení. 
Konstrukční změna umožňuje jednak běh kyvadla v peramnentním režimu a zároveň činí modelovou 
sestavu konfortnější. Elektronika kontroléru je v současné podobě orientována na momentové řízení, 
nicméně byla navžena variabilně s možností napěťového řízení pomocí PWM periferie. Další 
podstatnou výhodou navrženého hardwaru je možnost komunikace s PC pomocí USB protokolu, jež 
zajišťuje instalovaný FTDI-čip. 
 Vzhledem k provedeným konstrukčním změnám byla provedena identifikace parametrů 
systému orientovaná především na kompenzaci statického tření v rotační vazbě, přičemž se podařilo 
úspěšně imlementovat kompenzátor, který citelně zlepšuje odezvu polohové regulace. Produktem 
identifikace byly rovněž parametry systému nutné k návrhu diskrétního stavového regulátoru.  
Řídící algoritmus využívá dva zpětnovazební stavové regulátory navržené LQR-metodou pro 
stabilizaci a polohování ramene. Swing-up kontrolér pracuje v otevřené smyčce s momentovou 
sekvencí zísaknou simulací na virtuálním prototypu, která je schopna dopravit kyvadlo do inverzní 
polohy s minimální rychlostí, což snižuje nároky na stabilizaci. Rovněž byly navrženy rychlostní 
estimátory zajišťující plnou zpětnou vazbu, přičemž byla testována jak koncepce dolnopropustného 
filtru s derivací tak deterministického a stochastického pozorovatele. Tyto dílčí řídící mechanismy jsou 
pak v navrženém stavovém automatu integrovány tak, aby zajistili permanentní chod kyvadla, přičemž 
je v rámci této koncepce řešena i otázka detekce chybových stavů. 
Závěr práce je věnován optimalizaci navrženého algoritmu s využitím datových typů s fixní 
desetinou čárkou. Přestože se podařilo najít uspokojivé řešení snižující výpočetní a paměťové nároky 
na mikroprocesor, existuje široký prostor pro další ladění a snížení výpočetního času, který by mohl 
vézt k redukci základní výpočtové periody a tím i podstatného zlepšení provozních vlastností. 
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10. Seznam příloh 
Přílohou diplomové práce je CD, které obsahuje složky: 
 
 Identifikace – obsahuje data využitá pro identifikaci a související skripty a modely 
z MATLAB/Simulink 
 
 Řídící algoritmus – obsahuje skripty pro linearizaci, návrh regulátorů a Simulink modely 
řídícího algoritmu 
 
 CAD-modely – obsahuje CAD model soustavy ve formátu .sldasm a návrh elektroniky včetně 
DPS. 
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